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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar a dinamica quantica planar de particu-
las neutras de spin-1/2 na presenga de campos elétricos. A priori uma particula com
carga nula nao devia interagir com campos eletromagnéticos, mas ao admitir particulas
possuindo momento de dipolo magnético, vemos que a interacao é possivel. Tal estudo
acontece através da equacao de Dirac com acoplamento nao-minimo, onde o termo de
interagao leva em conta o momento de dipolo magnético, spin da particula e campo ele-
tromagnético. A partir dessa equagao, derivamos e resolvemos duas equacoes diferenciais
de primeira ordem, mostrando que as solucoes estao atreladas ao spin. As soluctes para
o efeito Aharonov-Casher ¢é discutida em detalhes pela primeira vez neste trabalho. Tam-
bém derivamos uma equacao diferencial de segunda ordem, a partir da qual obtivemos o
niveis de energia para uma particula movimentando-se em um caminho circular de raio
constante. Além disso, usando o método de extensao auto-adjunta, encontramos funcoes
de onda de estados ligados e niveis de energia para o espago completo, incluindo a regiao
r = 0. Os niveis de energia obtidos sao andlogos aos niveis de Landau, e mostram uma de-
pendéncia com o parametro projecao de spin. Por fim, tomamos o limite nao relativistico
para o espago completo.

Palavras-chave: Efeito Aharonov-Casher - Niveis de Landau - Método de Exten-

sao Auto-adjunta.
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Abstract

This work aims to study the planar quantum dynamics of neutral particles of spin-
1/2 in the presence of electric fields. A priori a particle with null charge should not interact
with electromagnetic fields, but to admit particles having magnetic dipole moment, we
see that the interaction is possible. Such study happen through the Dirac equation with
non-minimal coupling, where the interaction term takes into account the magnetic dipole
moment, spin of the particle and electromagnetic field. From this equation, we derive
and solve two differential equations of first order, showing that the solutions is linked
to spin. The solutions to the Aharonov-Casher effect is discussed in detail for the first
time in this study. We also derive a differential equation of second order, from which we
obtained the energy levels for a particle moving in a constant radius circular path. In
addition, using the self-adjoint extension method, we find wave functions of bound states
and energy levels to the full space, including the region » = 0. The Energy levels obtained
are analogous to Landau levels, and show a dependence on the spin projection parameter.
Finally, we take the non-relativistic limit for the full space.

Keywords: Aharonov-Casher Effect - Landau Levels - Self-adjoint Extension
Method.
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Capitulo 1

Introducao

Os efeitos topologicos tem sido um dos problemas mais estudados em mecanica
quantica planar nos ultimos anos. Estes fendomenos nao detém um analogo classico como
acontece em boa parte da fisica, os mesmos estao associados a conexao com o espago-tempo
[1]. O trabalho de Aharonov e Bohm [2], onde é proposto o primeiro exemplo de fase
topoldgica adquirida por um elétron quando viaja numa regiao livre de campo magnético
é o grande incentivador de pesquisas nessa area. Este fenomeno é conhecido como efeito
Aharonov-Bohm (AB), e serve de base para estudos das propriedades de outros fenomenos
que conduzem a efeitos semelhantes. Por exemplo, o trabalho de Aharonov e Casher
[3] previu que a fungdo de onda de uma particula neutra com um momento de dipolo
magnético adquire uma fase topoldgica ao viajar em um caminho fechado que circunda um
fio infinitamente longo carregado com uma densidade de carga uniforme (efeito Aharonov-
Casher (AC)), onde o campo elétrico é inversamente proporcional a coordenada espacial p,
e fornece um divergente proporcional a fungao §(p). Posteriormente, varios outros efeitos
do tipo AB foram descobertos ao longo dos ultimos anos [4]-[9].

Uma importante questao desses fenomenos deve-se a interferéncia do spin sobre
a dinamica de efeitos topoldgicos. O primeiro trabalho neste contexto foi proposto por
Hagen [10], no qual, ele estuda o espalhamento relativistico de uma particula de spin-1/2
sob um potencial AB. Hagen mostrou em uma reformulagao do problema com uma fonte
de raio finito que a funcao delta é a responsavel por solugoes singulares na origem. Ele
também concluiu que as modificacoes na amplitude que surgem a partir da inclusao do
spin sao consideradas para modificar a secao de choque para o caso de feixes polariza-

dos. O mesmo autor estabeleceu uma equivaléncia exata entre os efeitos AB e AC para



particulas de spin-1/2 [11]. Ainda nesta referéncia, ele menciona a necessidade de manu-
tengao do divergente da configuracdo de campo utilizada na referéncia [3| para garantir
a correspondéncia. A implicacao fisica deste termo vem sendo estudado nos tltimos anos
[12]-[15]. O efeito AC como também o efeito AB vem sendo direcionado para o estudo dos
niveis de energia de estados ligado. No contexto do método dos operadores em mecanica
quantica, tais estados ligados foram encontrados através de modelagem do problema por
condigoes de contorno na origem [14]-[25].

Em nossa pesquisa, consideramos a dinamica planar de uma particula neutra com
momento de dipolo magnético interagindo com uma classe de campos elétricos formada
pela jungao das configuragoes de campo utilizada na referéncia [3] e a proposta por Erics-
son e Sjoqvist, na qual o campo elétrico é proporcional a coordenada p, e o divergente
resulta na prépria densidade de carga. O interesse de Ericsson e Sjoqvist era estudar o
anéalogo atomico da quantizacao de Landau baseada no efeito AC [26]. Essa configuragao
ainda foi usada para estudar os niveis de Landau na dinamica nao relativistica de uma
particula neutra que possui um momento de dipolo magnético permanente interagindo
com um campo elétrico externo num espago-tempo curvo com presenca ou nao de um
campo de torgao [27, 28].

Os préximos paragrafos referem-se a organizacao da dissertacao.

O capitulo 2, trata-se de uma revisao sobre a equacao de Dirac, que é a ferramenta
principal ao longo deste trabalho. Iniciamos pela equagao de Klein-Gordon que foi a pri-
meira equagao relativistica na tentativa de descrever elétrons. Prosseguindo, fizemos a
derivagao da equacao de Dirac, onde verificamos sua adaptacao as condicoes predetermi-
nadas, tais como: dar a relagao relativistica correta entre a energia e o momento, e fornecer
uma densidade de probabilidade definida positiva. Também estudamos a simetria global e
local do lagrangiano de Dirac, observando os aspectos relacionado a sua invariancia. Por
ultimo, abordamos a equacao de Dirac com acoplamento nao-minimo, onde, analisamos a
dita equacao sob o efeito da transformacao de paridade, inversao temporal e conjugagao
da carga. Estes topicos nao foram encontrados em livros textos, porém, nos referenciamos
no mesmo tipo de andlise para equacao de Dirac com acoplamento minimo.

No capitulo 3, partindo da equacao de Dirac com acoplamento nao-minimo, deriva-
mos um conjunto de equagoes diferenciais de primeira ordem, e obtivemos as solugoes de

estados ligados da particula, sendo dado foco aos efeitos devido ao spin. Esta anélise, em



particular para o campo elétrico responsavel pelo problema AC é discutida em detalhes
pela primeira vez aqui. Também derivamos e resolvemos a equacao de segunda ordem
(equagao de Pauli), assumindo que a particula descreve um caminho circular de raio cons-
tante. Além disso, analisamos a dinamica do sistema com a inclusao da regiao r = 0, para
isso, utilizamos o método de extensao auto-adjunta para resolver a fisica do problema [29]
¢ modelamos o hamiltoniano por condigoes de contorno [30]. Com isso, determinamos
expressoes para as fungoes de onda e niveis de energia da particula, sem o surgimento de
qualquer parametro arbitrario a partir da abordagem por extensao auto-adjunta. Para
finalizarmos, examinamos os resultados da regiao p = 0 no limite nao relativistico.

Por fim, no capitulo 4, apesentamos algumas conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2
Equacao de Dirac

Neste capitulo, iniciamos nosso estudo com a equacao de Klein-Gordon, em seguida,
derivamos a equacao de Dirac, onde avaliamos as condi¢oes que a mesma deve satisfazer.
Também mostramos que o lagrangiano livre de Dirac é invariante por transformagao
global, mas nao é por transformacao local. Por tltimo, apresentamos a equacao de Dirac
com acoplamento nao minimo, e vimos que ela é simétrica por transformacao de paridade,

inversao temporal e conjugacao da carga.

2.1 Equacao de Klein-Gordon

Em mecanica quantica nao relativistica, a equagao de Schrodinger para uma par-

ticula livre é dada por

L oY h? 9
A Vi 2.1
th ot 2my ¥, ( )

onde 1 = 1(x,t) [31]. Podemos reescrever a equagao (2.1) na forma de operadores como

B = Hi, (2.2)
sendo
. P X p2
E=1ih— H=——, 2.3
‘ ot ¢ ng ( )
onde p = —iAV. Afim de obtermos uma equacao de onda relativistica consideramos uma
particula livre com a seguinte relagao
E2
P'p.=— —p p=mic. (2.4)



Aqui mg é a massa de repouso e ¢ a velocidade da luz no vacuo. Substituindo o quadri-

momento p* pelo operador

DA R B R R )
= T, d(ct) 0z’ Oy 0z
. 0 N
= th {m,—vl = [Po, D], (2.5)

obtemos a equacao de Klein-Gordon para particulas livres,

PP = mic*ip. (2.6)
Como
o 0 1 02 0? 0*  9?
Fpy =R = B |~ s s s
P Pu 0z, OxH [02 ot? (8952 * Jy? * 832>]
1 9
_ 2|19 2
= h |:02 ot? v ]
= —r’0, (2.7)
entdo, (2.6) tornasse
mac?
(D + ;;2 ) Y = 0. (2.8)

Essa equacao produz solucgoes de energia negativa. Isso é aceito em mecanica quantica
relativistica, e o significado fisico estd ligado a existéncia de antiparticulas, que sao cons-
tatadas experimentalmente.

Sabemos que a equacao de Schrédinger fornece uma quadricorrente J,, conservada.
Podemos buscar uma mesma lei de conservacao para um J, relacionado a equagao de

Klein-Gordon. Escrevendo,
(B"Dp — mige®) ¥ = 0, (2.9)

e tomando o complexo conjugado, temos
(p"Du — mgc®) ¥* = 0. (2.10)

Multiplicando (2.9) por ¢* pela esquerda e (2.10) por ¢ também pela esquerda, e fazendo
a diferenca

W (0P — mige?) = (PP — mie?) U =0, (2.11)
que resulta,

Y, (" — pVHp*) = V0" = 0, (2.12)



onde,
ih

_20

O termo ih/2my é colocado para fornecer uma componente Jy com dimensao de densidade

T (VY —pVHYT) . (2.13)

de probabilidade. A equagao (2.12) pode ser escrita como

do
- J=0, 2.14
TR (2.14)
sendo,
ih oY op*
g oy _ 2.1
G (2.15)
e
ih ., .
I =5 [ (VY) =4 (Vy7)] (2.16)
myo
uma densidade de corrente. A integracao de (2.14) nos fornece:
0 3 3
dec— VJd:z:—— J-dS=0. (2.17)
ot s
Assim,
/ o d*x = const. (2.18)
v

com relagao ao tempo. Um problema surge aqui: nao podemos interpretar ¢ como uma
densidade de probabilidade, o que naturalmente vem em nossa mente. A razao para essa
impossibilidade deve-se a 1) e ¢/t em um dado tempo t possuirem valores arbitrérios, o
que implica em (2.15) nao ser definida positiva. Essa densidade serd reinterpretada como

uma densidade de cargas [32, 33].

2.2 Derivacao da Equacao de Dirac

A equagao de Klein-Gordon nao tinha sentido fisico por volta de 1928 devido a
nao descoberta de particulas de spin-0 que corroborassem com a interpretacao de o como
uma densidade de carga. Com isso, Dirac procurou uma equacao de onda covariante com
a forma da equacao de Schrodinger [32]. Como (2.1) é linear na derivada temporal, é
aceitavel construirmos um hamiltoniano com derivadas espaciais também lineares,

Loy [ 0 0 0
zha—{—zhc(ma?%—aza —1-0438 >+Bmoc]w

3
zhaa—w = (—ithak aik + Bmoc ) Y, (2.19)



onde a4, e [ sao matizes N x N, e 1) é uma matriz coluna com N elementos,

1/}1 ([L’, t)

b = %(fv’t) . (2.20)

¢N (ZL’,t)

Para a equagao matricial (2.19) ter sentido, ela terd que satisfazer as seguintes

condicoes:
e Dar a relacio correta entre a energia e o momento, ou seja, E? = p*c® + m3ct;
e Fornecer uma densidade de probabilidade definida positiva;
e Deve ser covariante para as transformacoes de Lorentz.

Para obtermos a relacao correta entre a energia e o momento, a equacao (2.19)

terd que satisfazer a equacao de Klein-Gordon,

%Y (=h*V2 +mict) ¥ (2.21)
oz o ‘

Iterando a equagao (2.19), encontramos

2 3 2 3
—hQa—w = —h2? Z Q; a—w — ihmyc® Zaiﬂ%
fy

B2 2 MY i g — i g
i,j=1 %
3 o
, 32 : 2. 24
— thoC : BO&j% + B myc ZD, (222)
ou ainda
0% ° a4 aja; 0%
32 _ 322 i i
o = e ]ZI 2 0wiow
3 o)
— ihmoc® E (8 + Bay;) ol + 62m304@/). (2.23)

=1

A equagao (2.21) serd satisfeita se:

(87187 + Q00 = 2(513, (224)
o =3 =1. (2.26)



Para o hamiltoniano em (2.19) ser hermitiano, as matrizes a; e  devem ser her-
miticas. Ou seja,

o = q (2.27)

7

BT = . (2.28)
Devido a isso, e a equagao (2.26), os autovalores dessas matrizes sao £1. A partir da
equagao (2.25), temos

oy = —,Baiﬁ. (229)

Usando a identidade para o traco de produto de matrizes,

Tr(AB) =Tr (BA), (2.30)
encontramos
Tr(oy) = Tr (—Ba;f) = —=Tr (fPoy) = —Tr (i) . (2.31)
Entao,
Tr(a;) = 0. (2.32)

As matrizes de dimensao N = 2 nao podem ser usadas para representar «; e [3, pois,

sO existem trés matrizes com essa dimensao que anticomutam, as chamadas matrizes de

Pauli:
Op = ;o=\ , O, = : (2.33)

A dimensao N = 4 é a menor, na qual, encontramos matrizes que satisfazem todas as
condicoes discutidas acima. Isso acontece através da representacao de Dirac, que é escrita

em termos das matrizes (2.33):
a; = ;o B= . (2.34)

Vamos agora verificar se a equagao (2.19) fornece uma densidade de probabilidade

definida positiva. Tomando o conjugado hermitiano da dita equacao,

Lot ot 2t
zhﬁ = —zhcz; El + moc Y, (2.35)



e multiplicando por v pela direita, obtemos
) 2. oyt
— miw = mc; a—ﬁiaiw + moc®pT B (2.36)
Além disso, multiplicando (2.19) por %' pela esquerda,

3
it %—f = —ihc Z z/ﬂozi% + moc)i B, (2.37)
1=1

e subtraindo de (2.36), encontramos

ih— = —zhcz o Vlagp) (2.38)
ou
00 B
2% +V.-J=0, (2.39)
onde
(G0
o T o * * * * w2
o=y = (%,%,ws,%)
V3
(on

= W) (2.40)
¢ uma densidade de probabilidade definida positiva e

J=cla (2.41)

uma densidade de corrente. Integrando (2.39) em todo o espago, temos

a/pdsx— /V stx——/J-dS:O (2.42)
ot s

que concorda com ¢ como uma densidade de probabilidade.

A terceira condicao que diz respeito a covariancia da equacao de Dirac por trans-
formagoes de Lorentz nao sera mostrada aqui, mas a mesma pode ser encontrada na
referéncia [32].

Podemos reescrever a equacao de Dirac numa notagao quadrimensional. Para isso,

multiplicamos (2.19) por §/c:

L0, D
<zhﬁm + zh; Bak% - moc> Y = 0. (2.43)

9



Definindo as matrizes,

7 =("7") = (8, o), (2.44)
onde
{7} = 29", (2.45)
encontramos
(thy"0, — moc) ¢ = 0, (2.46)

sendo g = diag (1,—1,—1,—1) o tensor métrico do espago de Minkowski [34].

2.3 Simetria Global e Local do Lagrangiano de Dirac

Podemos verificar facilmente que o lagrangiano de Dirac
L = ihcpy" 0,10 — moc*n) (2.47)
¢ invariante por uma transformacao de fase global
Y — e = ) — e, (2.48)

onde € é um nimero real arbitrario. No entanto, sob uma transformacao de fase local em

que 6 varia ponto a ponto no espaco (funcao de z*)
h — Y = i — 70O, (2.49)
o lagrangiano (2.47) nao ¢ invariante. Devido a:
O, — 9, (7)) = 00,0 (x) €y + €79, 1h, (2.50)

temos

L — L — hcd, 0 (x) Ppy*a (2.51)

que mostra a nao invariancia do lagrangiano.
Vamos buscar um lagrangiano que seja invariante por transformagoes locais. Fa-

zendo a mudanga

A(z) = —%9 () (2.52)

onde g é a carga da particula envolvida, a transformagao de fase local passa a ser
w SN e—iq)\(x)/hcw — 1/_} — eiq)\(m)/f‘zcl/_)7 (253)

10



e o lagrangiano

L — L+ qpy* o\ (z). (2.54)

Precisamos adicionar um novo termo a (2.47) afim de obtermos um lagrangiano invariante

localmente. Propondo
L= z'hciw“@uw — mocPPrh — qu'y“wAu, (2.55)
onde A, (campo de gauge) é um campo que varia com z*, e
A, — A, + 0.\ (2). (2.56)

Com isso, o termo 0, A (z) na transformacao acima (transformacgao de gauge) elimina o
termo extra produzido pela nao invariancia local (2.54), garantindo que o lagrangiano
proposto (lagrangiano de Dirac com acoplamento minimo) seja localmente invariante.

Para entendermos (2.55), vejamos
O = e~ iA@)/he [au - z‘hicaMA (x)] Y (2.57)
ao usarmos (2.53). Substituindo o acoplamento minimo,
0, — 0, + i%AM =D, (2.58)

e a transformacao de gauge no lagrangiano livre de Dirac, o segundo termo indesejado em
(2.57) é cancelado, de modo que (2.47) recai em (2.55). Portanto, a substituicao de J,
por D, onde

Db — e A@/hep 4 (2.59)

¢ um dispositivo simples capaz de transformar um lagrangiano globalmente invariante em

localmente invariante [34, 35].

2.4 Equacao de Dirac com Acoplamento Nao-minimo

A equacao de Dirac em (3+ 1) dimensoes' que trata da dinAmica de uma particula
neutra de spin-1/2 com massa M e momento de dipolo magnético p, na presenga de campo

eletromagnético externo descrito pelo tensor F,, é dada por [36]

i, — go“”FW _ M] b =0, (2.60)

LA partir de agora usaremos o sistema natural de unidades, onde ¢ = A = 1.
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onde

i
ot = 3 [v*, "] (2.61)

é um operador relacionado ao spin da particula.
Agora vamos mostrar que a equacao (2.60) obedece as simetrias de transformagao

de paridade, inversao temporal e conjugacao da carga.

2.4.1 Transformacao de Paridade

A paridade transforma x em —x, executando a transformagcao do espinor 1) (x, t)
em ' (x',t) (funcao de onda refletida espacialmente). A transformagdo de paridade é

dada por
P (x,t) = ¢ (¥, 1) = 7% (—x, 1), (2.62)

onde €’ é uma fase arbitraria. Essa transformacao muda o sinal do momento da particula
mas nao muda o spin [32, 37]. Entao, se ¢ representa uma particula de helicidade positiva,
Y’ representard uma particula de helicidade negativa, e vice-versa. A paridade executa os

seguintes efeitos:

0y =0, t =t,
o =-0;, x =-x,

A=Ay, Al=-A, (2.63)
onde A, = (Ap, A;) é o quadrivetor potencial. Expandindo a equacao (2.60), obtemos
[z”yoﬁo + z'yz@ — g (UOOF(_)Q -+ UOiFOi + O’iOFiO + O_ij}?ij) - M:| @b = 0. (264)
Como P =)' = 1 = P71/, entao
[Z"}/an + Z’)/lal — g (O'OOFOO + O'OiFOi + O'ioﬂo + Uijﬂj) — M] Pilwl =0. (265)
Multiplicando a equagao (2.65) por P pela esquerda
P [moao + o, — g (0% Foo + 0% Fo; + 0™°Fjo + 0% Fy;) — M] Py =0,  (2.66)
e escrevendo P e P~! de forma explicita, temos

¢190 [moao + i, — g (0% Foo + 0% Fo; + 0™ Fjo + 0% Fy;) — M] e~y = 0. (2.67)
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Usando (2.63), e

Foo = 0pAg — Do Ag = O Ay — 0L Ay = F,

Foi = 00Ai — 0;Ag = =0y A} + 0, Ay = — Iy,
Fyp = 0;A0 — O0Ai = —0; Ay + Op A} = —F,
Fij = 0,A; — 0;A; = A" — 0 A =

’L]’

encontramos

7’ [2’7086 —i7'0; — g (UOOF(;O — 0" Fy; — 0" Fjy + Uisz',j) - M] 70y = 0.

Porém,

{7} ="+ =0,

{% 0"} = 70% (V7' =) + % (7’7 =" 2" =0,

{1007} =15 (4" = 7") + % (V" =% =0,
[, 0% =~ % (7°7° =°°) - % (7°7° =1"°) 2" =0,
[V, 0] =~ % (V' =4") - % (Vv =+7') 7’ =0.

Portanto, (2.71) torna-se
1490+ 510 & (F + P+ 0OFy + 09R7) ] 7 =0
ou ainda

[27“8' 2U“”F' M] Y =0,

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

que tem a mesma forma de (2.60). Isso significa que se a particula neutra de spin-1/2

representada pelo ¢ da equagao (2.60) for do tipo “left-handed”, entdo o ¢’ da equagao

(2.72) representara uma particula “right-handed”, e vice-versa.

2.4.2 Inversao Temporal

A inversao temporal acontece quando transformamos v (z,t) em ' (z,t') (repre-

senta uma particula que se move para tras no tempo), onde

t=—t, X =x,
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de modo que a funcao de onda transformada é dada por
Ty (x,t) = (x,t) = ToKy (x, —t) = iv' vV’ K4 (x, —t), (2.74)

onde K é uma conjugagao complexa. A inversao temporal reverte a direcao do tempo,
causando uma inversao do momento e spin da particula [32, 37]. Partindo da equagao

(2.64), podemos escrever
700 +7/0: = & (0 Fon + 0" Fos + 0 Fio + 0¥ Fy) = M| T/ =0, (2.75)
sendo T = v = ¢» = T~'¢)’. Multiplicando (2.75) por T pela esquerda

T, K [moao +iv'0; — g (6% Foo + 0" Foi + 0" Fyo + 0V Fy;) — M] Ty KN =0, (2.76)

e escrevendo Ty e T, ' de modo explicito, temos

' K [i’yoao +iv'0; — g (6" Foo + 0" Foi + 0" Fyo + 0V Fy;) — M]
(—i) 3y K1y = 0, (2.77)

onde T, ' = —iv3y!. A reversdao temporal causa os seguintes efeitos:

86 = _807 az/ = a07
Ay = Ay, A= —A;, (2.78)

e conseqlientemente

Foo = 0gAg — Oy Ag = =0 A + 9y Ay = Iy,

Foi = 00A; — 0;Ag = OyA, — 0, Ay = Fy,,

Fyp = 0;A0 — O Ai = 0 Ay — Oy A = Fy,

Fij = 0iA; — 0,4 = —0LAL + AL = —F, (2.79)

Usando (2.78) e (2.94), encontramos

H

'K —Woa(,) + i) — 9 (UOOF(SO + UOiF(;i + UiOFz‘/o - UijF‘/') - M]

¥

(—i) Y’y K1y = 0. (2.80)
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Para avaliarmos a atuagao de K, precisamos expandir a equacao (2.80), devido a alguns

termos conterem a matriz imaginaria 7% e/ou o ntimero imagindrio i:

iV K [—moa() + iyt 0 + iy? 0, + i733§] (—i) ¥y K1y — i7173Kg
i i . ~
3 (v°7° = 1°9%) Fyo + 3 (V9 =" + 7% =42 + %% = 4370) Féi] (=) Yy K1y

— iy K g % (Y'7° = " + 970 =2 + 4370 = %) F{o} (=i) v Ky

— wlv?’Kg ——% (Y'Y = A = Y =Y F{j_ (—i) v K~y

— i K g -—% (V7' =+ = M = %) F{j_ (=) ¥’y K~y

— 7'’ K g -—% (P =P+ =+ - ) Fi’j- (=) 7y K1y

— 'K [M](=i) 7’y K'Y = 0. (2.81)

Apoés a atuacao da conjugagao complexa K, temos

iv'y? [i7°0) — iv' 0] + iy 0y — i° 0] iyt — iyt {—— (7*1° = ~%?) Féo] iyt

2 2
_ 2-71735 __% ( 01— A1n0 02 4 22,0 L 03 7370) F(;z} i3ty
2-7173% __% (7170 Oyl 240 A0a2 30 7073) ‘Fi,0:| iySy Ly
— mlvi’)g -% (7171 VRPN PV 7371) FZ/J} i3yl
_ i’yl'y?’g % (_,yz,yl A a2t 22 a2 —i—”y?"yg) FZ/J} i3yt
_ i”Yl’Ygg % R e BN R A B FZ/J} i3yt
— iy’ [M]iy*y'y" = 0. (2.82)

Usando as relacoes para v*:

{’,7°}=0 {4 =0 W’ =0, [’ =0, (2.83)
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obtemos

' =700 + i 0y — 20, — iy O] i — i%f’f’%
—% (77" = ~*°) Fop — % (7 =7 =P M0 = %) Féz} ity
— iv”f’f'% _—% (7' = =2+ =2 +1%P) F{o] iy
_ ”173735 _% (7171 S N BN S IV Y BV +7371) FZ/J} iyl
— 1'717373% % (=77 + 2+ =+ - ) F’J} iyt
_ WIVP’VSg % (_7371 TP IO A BV A Y. 7373) _FL;:| iyl
—iy'y’y [M]iy'y = 0. (2.84)

Seguindo o mesmo procedimento para ' que obedece as relacoes:
V' Ar=0 (=0, {v7=0 [v.4] =0, (2.85)
encontramos
'yt [19°0 + 10 + 19?05 + iy 05 i — ivl’f”v?’vlg

1 l

-3 (’VO’YO _ 7070) Fo 5 (—’yofyl Fyln® 002 L n20 40,3 4 7370) F(;z:| i
_ Z'VIV?’W?WIg __% (_7170 a0yl — 200 0,2 340 +7073) Filo] i
- ivlv3v3vlg % (V' = A = Y =) E/j_ i)
- i71737371§ % (P =Y+ =P+ ) Fi/j_ i’
— iy e % P =+ = PP+ - ) Fi’j_ i’
— iy’ [M] i)' =0, (2.86)
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ou ainda

i

[i7°0% + i7" 8, + ir°0h + i D] o — g 5

(v°9° = 47°) Fgo | ¢/

wle
=5 5 (0% = 007 =P 90 =) By |
pli T
=5 53 (M =2 920 =20 20 =20 B |
poli T
_ E 5 (7171 . ’7171 + 7172 . 7271 + 7173 . 73/)/1) Fz/] ¢,
i T
_ E 5 (’72’71 . 7172 + 72,7/2 . 7272 + 7273 . 7372> lej 1/),
o[ T
_ 5 5 (,}/3,71 . 7173 + 7372 _ 72,}/3 + 7373 - 7373) FZ/] sz/ o M'l?b/ = 0. (287)

A equagao (2.87) pode ser escrita de maneira compacta como

30+ 70 = £ (" Fjg + 0" Fy+ 0 Fy + U E) = M| W =0, (2:88)

ou ainda
[W@L - gaWF;W - M] W =0, (2.89)

que tem a mesma forma da equagao (2.60). Portanto, o espinor ¢’ da equagao (2.89)
representa a mesma particula designada pelo espinor ¢ da equagdo (2.60), mas com a

inversao do sinal do momento e spin.

2.4.3 Conjugacao da Carga

A conjugacao da carga nos diz que se 1) representa uma particula de Dirac de carga
e e massa mg, entao o espinor de carga conjugada, 1., corresponde a uma particula de
Dirac de mesma massa mq e carga oposta —e. A interpretacao para isso vem da “teoria dos
buracos”; ou seja, uma particula representada por 1) tem uma antiparticula designada por
.. Essa interpretacao também vale para o caso de particulas neutras. A transformacao

entre os dois estados é dada por
e = Cy = C° K¢ = i’ Ky, (2.90)
onde K é uma conjugagao complexa [32, 37]. A partir da equacao (2.64), podemos escrever

|:i7080 + Z’yld — g (O'OOFOO + O'OiFOi + O'ioﬂo + Uijﬂj) — M:| éilwc = O, (291)
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sendo C'w =Y. =Y = é_1¢c. Além disso, multiplicando (2.91) por C pela esquerda,

temos
K |iy°00 + 7' 0; — g (0% Foo + 0% Foi + 0 Fyg + 0V Fij) — M}
(iv*K) " 4. = 0.

A conjugacgao de carga causa a seguinte transformacao:

por consequencia, temos

Foo = 0gAg — oAy = —0pAg + 0o Ao = Foo,
Foi = 00A; — 0;Ag = —0pA; + 0;Ag = —Fui,
Fig = 0;iAo — O Ai = —0; Ao + 0o Ai = —Flo,
Fj = 0;A; — 0;A; = —0;A; + 0,A; = —F;.

Levando isso em consideracao, e explicitando (2.92), obtemos

iV K [i7°0 + 170y + i7%0y + iv°0s] iv2K ", — i 2K &

(2.92)

(2.93)

(2.94)

2
% (7°7° = 7°7°) Foo + % (V7 = + 99 =+ %9 = 40) (—Fui) | i K e
_ ifyng % (,Yl,yo . 7071 4 72,}/0 . 7072 +’73’YO _ 7073) (—Fio)- i’YQKflwc
— wQKg % (V' = A A = A =YY (_Fij>- iK',
- W2Kg % (VP =Y+ =P+ %) (_Fij)- iK1,
- WKg % (P =P+ = % - %) (_Fij>- i K e

—iy? K [M]iy* K ", = 0.
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Apds a atuacao da conjugacao complexa K, encontramos

iy’ [=i7°0y — iv' 01 + 17?05 — i7°03] (—i) Ve — z"y?g
—% (77" = "7") Foo — % (7 = =" 0 9% = %) (—FoZ-)] (=) ¥ te
— ivzg _—% (7'’ = =+ + 420 =) (—Fio)] (—1) 71
o szg —_% (71,}/1 o ,yl,yl o 7172 _i_,yZ,Yl _'_,yl,yfi o 7371) <_Ej):| (_Z> 722/}0
— ng ——% (=Y Y+ =2 =2 +4%7) <_Fij)} (=) 7Y*¢e
- W% ——% (Pt =P =P+ % - ) (_Fij):| (=) 7v*¢e
— iy [M] (=) 7. = 0. (2.96)

Usando as relagoes:
{+*,7°}=0 {*'} =0, {1’} =0, [¥*.7*] =0, (2.97)

obtemos

77? [11"00 + 1701 + 70, + 0] (=) e — iy 5
—5 (7" =1"7°) Foo + 5 (0" =717 +19°92 =0 +99° =42°) Foi| (=) ¢e

2 _ 2 _
- ivzvzg % (V' ="+ ="+ %0 = %) Fio| (=) e
ivW% % (Yt =t = Y =) By | (=) 2%
- W"ng % (V7' =+ = Y =) Fu| (i) v
- m?y?g % (VA =P+ -+ - ) F | (—1) v
— "y [M] (=) ¢ = 0. (2.98)
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ou ainda

[Woao + iy O + iy 0y + 27383} e — g D) (’YO’YO - ’YO’YO) Foo| ¥e
pl i ]
=5 |75 (0" =7+ = 497 =) B e
pl i ]
=5 |75 (V" ="+ ="+ 9% = 1") Fo| v
pl i ]
—5 |m5 (M =7+ =Y Y =) By de
pof i ]
—5 |75 (P =Y+ =+ =) | e
wl i

2

(VP =9+ = Y =) By | e — My = 0. (2.99)

DO |

A equagao (2.99) pode ser escrita de forma compacta como

|:i’yoao + Z’}/Zaz - g (O'OOFOO + UOiFOi + UiOEO + UijEj) - M:| wc = O, (2100)

ou ainda

[m“aﬂ - ga‘“’Fm, - M] e =0, (2.101)

que tem a mesma forma de (2.60). Esse resultado significa que a particula neutra de
spin-1/2 representada pelo ¢ da equag@o (2.60) possui uma antiparticula designada pelo

Y. da equagao (2.101).
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Capitulo 3

Efeito do Spin na Interacao de
Particula Neutra com Campos

Elétricos

Neste capitulo, derivamos a forma planar da equacao de Dirac com acoplamento
nao-minimo. Através dessa equagao, obtivemos um conjunto de equacoes diferenciais de
primeira ordem e encontramos suas solugoes. Também derivamos uma equacao diferencial
quadratica. A partir dela, estudamos o movimento de uma particula em um caminho
circular de raio constante, e usando o método de extensao auto-adjunta encontramos os
niveis de energia e a fungoes de onda de estados ligados para o espago completo, incluindo
a regiao p = 0. Por ultimo, analisamos o limite nao relativistico.

Os resultados que veremos a seguir estao publicados no artigo (F.S. Azevedo, Edil-
berto O. Silva, Luis B. Castro, Cleverson Filgueiras, D. Cogollo, Ann. Phys. 362 (2015)
196-207.).

3.1 Equacao de Movimento
No capitulo anterior, vimos que a equacao de Dirac com acoplamento nao-minimo,
(2.60), é dada por

i7", Lo Fu M| ¢ =0, (3.1)



onde 1 ¢ o momento de dipolo magnético, e F},, ¢ o tensor eletromagnético cujas compo-

nentes podem ser obtidas a partir de !

Foi = E' = —E; (3.2)
Ej = —€ijkBk = €ijkBk7 (3-3)
e
(aoj, 0”) = (iaj, —eijkEk) , (3.4)
ou ainda,
o =i 0 , oY=~ ot 0 ) (3.5)
a0 0 €ijk0"

sendo ¥* o vetor de spin, e 0 = (0, 0y, 0,) as matrizes de Pauli - sdo as componentes do
operador

v Z’ v
o =3 v, ~"] . (3.6)

Usamos a seguinte representagao para as matrizes :

0 1 0 ; 0 o
0 —1 -0 0
Além disso,
. . 0 o . ak 0
o = py = . , X = : (3.8)
o 0 0 oF

Para o problema de Aharonov-Casher (auséncia de campo magnético) [36], a tinica
componente nao-nula de F), sao as do campo elétrico E' = Fp,;, pois, nesse efeito as

componentes Fj; nao aparecem devido a nao inclusao de campo magnético. Dessa forma,

1

§UWFW = o"FY% = _io'F;
= —ify'E;. (3.9)
Assim, a equagao (3.1) torna-se
[87'pi + BM —ipfBy E;] o = E¢ (3.10)

onde, p; = —i0; e £ = i0y.

LA componente Fyy nao é mencionada devido a diagonal principal da matriz F, ww Ser nula. Isso também

explica as componentes [F; serem escritas em termo do tensor de Levi-Civita.
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Devido a invariancia translacional do sistema ao longo do eixo z, estamos inte-
ressados apenas em uma dinamica puramente planar (p, = F, = 0). Para isso, usamos

convenientemente a representagao de Pauli das matrizes de Dirac [11]

o =By =0, ap = By = 509, =" = o3, (3.11)

onde o parametro s é o dobro do valor de spin, com s = +1 para spin “up” e s = —1
para spin “down”; e y*=0 (isso garante p, = E, = 0). Ainda seguindo a referéncia [11],

podemos escrever

v = ise; 37, (3.12)

que resulta em
A= isey; 3y = ise1n 3y’ = is (s09) = i0o, (3.13)
A2 = isezjﬁvj = isex Sy = —iso. (3.14)

Esse resultado estd de acordo com a equagao (3.11). Assim, a equacao (3.10) pode ser

reescrita como

[57'pi + BM — puspy Ei] ¢ = Eqp, (3.15)
onde E; = €i;E;, €5 = —€;i. A equagao (3.15) pode ser escrita de maneira compacta,
[a- (p— psE) + BM] ¥ = £, (3.16)

Usando a equagao (3.11) podemos rescrever a equagao anterior, na seguinte forma:

[01 (p1 — ,usE’l) + 509 (pg — ,usEg) + 03M] = E. (3.17)

3.2 Obtendo as Equacoes de Primeira Ordem

Para obtermos as equacoes diferenciais em primeira ordem devemos resolver a

equagao (3.17), para isso, vejamos que:

El = Elej = 612E2 = EQ, (318)

EQ = €2jEj = 621E1 == —El. (319)
Substituindo isso na equagao (3.17), temos
(01 (p1 — usEy) + sog (p2 + pusEr) + o3 M| = Ep. (3.20)
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Sendo, (01,09, 03) as matrizes de Pauli, e o espinor

Y= “ ) (3.21)
(>
ficamos com
M—-E£ — uskEs) —is(py + pusk
( ) (p1 — psEs) (p2 + psEn) v | 0. (322)
(p1 — psE) +is (p2 + pskn) —(M+¢) V2
Desacoplando a equacao matricial acima, encontramos
[p1 —ispy — ipEy — psEsr] vy = (€ — M) 1y, (3.23)
[pl + iSpg + Z,UEl — ,LLSEQ] ¢1 = (8 + M) ’QDQ. (324)

Como usual, queremos escrever as equagoes (3.23) e (3.24) em coordenadas polares (p, ).

Para isso, substituimos

P1 = COSPP, — SENYP,, (3.25)
P2 = SINQPP), + COSPPy, (3.26)
e
Ey = cospE, — senpE,, (3.27)
Ey = senpE, + cospE,, (3.28)

nas referidas equacoes. Além disso, usando a formula

et = cos(syp) % isen(sy)

= cosp L issenyp, (3.29)

obtemos
[p, — ispy, — ipE,] s = e (€ — M) 9y, (3.30)
[p, + isp, + ipE,) by = e "% (€ + M) 1y, (3.31)

onde F, = 0, pois, em nossa andlise a configuracao de campos elétricos admitida depende

apenas da variavel p,

20 A
E=E +E;, = (71 + %p) p. (3.32)
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Dessa forma, as equagoes (3.30) e (3.31) tornam-se

0 .10 (m +isp
Y S S i =P (E - M 3.33
[ Z@p Zspz'&p Z(p —1—772/))} Py =€ ( )1, (3.33)

a . 1 8 (T —15p
I T - e —e B (EL M 3.34
[ Zapﬂsm&pH(er"Qp)Ml e (€ + M) s, ( )

sendo p, = —ia%, Py = %%, m = 2u\, n2 = 2. Usando o ansatz’
- eimcp
W > igm(p)e e

onde m = 0,4+1,£2 +3,... é o nimero quantico momento angular - (3.33) e (3.34)

fornecem duas equagoes de primeira ordem acopladas dadas por

o D ) o) = (€ = ) ) (3.3
o+ ] ful) = (€ 4 30 900 (3.37)

Uma solucao isolada para o problema pode ser obtida ao considerar a “particula”
em repouso, ou seja, € = £M (essas condigoes desacoplam as equagoes (3.36)-(3.37)).
Este tipo de solucao tem sido recentemente abordada no contexto da equagao de Dirac
em (1 + 1) dimensdes, no intuito de encontrar soluges de estados ligados para férmions
no background de um potencial de Cornell, consistindo de um acoplamento misto escalar-

vetor-pseudoescalar [38]-[40].

3.3 Solucoes Isoladas e o Problema de Aharonov-

Casher

Afim de obtermos solugoes isoladas, procuremos por solucoes de estados ligados

sujeitas a condicao de normalizagao

/0 TP+ gm(P)2) pdo = 1. (3.39)

e consideremos as condicoes £ = =M indicadas acima.

20 fator i na segunda componente do espinor foi inserido para assegurar que a parte radial do mesmo

seja manifestamente real.
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3.3.1 Caso E = M (Solugoes para Particulas)

Neste caso, as equagoes (3.36) e (3.37) tornam-se

d +m+1
0
d sm +
T o) = 2M ) (3.40)

As solugoes para g,,(p) e fm(p) sao dadas por

Gm(p) = co p~ MY = F A (3.41)
fnlp) = pmtm eEr°
X [cl + oM ()™ T (—sm — M, 7]2,02):| , (3.42)

onde ¢; e ¢y sdo constantes, e I' (—sm — 1y, 1m9p?) é a funcao gama incompleta superior,

obtida através da relagao [41]
I(a,z) = / t* e tdt, R(a) > 0. (3.43)

Como 71 5 2 0, entao g,,(p) converge conforme p — 0. Além disso, visto que I' (—sm — 11, m2p%)
sempre diverge, entao f,,(p) somente convergird se co = 0 e 1o < 0. Assim, temos

;

s = =1,
m 2 07
fm<10) 1 +sm 1252
=0 pT e S ny < 0, (3.44)
gm(p) 0
m 4+ sm > —1,
L Cy = O,

que é uma solucao de quadrado integravel.

3.3.2 Caso E = —M (Solugoes para Antiparticulas)

Neste caso, as equagoes (3.36) e (3.37) fornecem

[d% + % + mp} gm(p) = =2M [ (p), (3.45)
{—d% pamrm 7724 fm(p) =0. (3.46)
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As solugoes destas equagoes sao

n2 2

fm (p) = c1p™ ™ €27 (3.47)
G(p) = e~ 2mF’ p=(smtmt)
X [ea+ 1M (—np) —(smm+1) [sm+m + 1, —mp?]] . (3.48)

Analogamente ao caso & = M, avaliando (3.47) e (3.48), vemos que as solugdes de qua-

drado integravel sao

;

s = =1,
Ful0) neh
A I, emame prlemimt) ) S, (3.49)
gm(p) 1
m +sm <0,
L C1 = 0.

Em suma, notamos que os resultados acima, equagoes (3.44) e (3.49) sao solugoes

+
de quadrado integravel devido a fungao e 27" com 72 < 0 predominar sobre os polinomios
phtsm e p=(smAm+1) parg £ = M e & = —M, respectivamente. Desta forma, podemos

concluir que a presenga de Ay é necessaria para a existéncia de estados ligados.

3.4 Equacao de Segunda Ordem

Multiplicando a equagao (3.17) por [01 (p1 — ,usEl) + S0, (pQ — ,usEg) + oM + 5],

e usando (3.18)-(3.19), encontramos

[01 (p1 — spEs) + s03 (p2 — spEr)| [o1 (p1 — spks) + soa (p2 — spk)] v
= (2 — M?) <, (3.50)

ou ainda,

[(p1 — spuE2) (p1 — spuks) + so109 (p1 — spEs) (pe + sukr)] ¥
+ [soo01 (p2 + spEr) (p1 — spEs) + (p2 + spEr) (p2 + spEr)] ¢
= (&2 = M?) 4. (3.51)

O primeiro e quarto termos nos fornecem:

[(p1 — spEs) (p1 — spks) + (p2 + spkr) (p2 + spkr)] ¥

= [P} + 13 + 250 (Evps — Eapy) + 11 (B2 + E2?) — sy (prEy — p2Er)] 4. (3.52)
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Lembrando que o rotacional de um campo V arbitrario é dado por
a equacao (3.52) torna-se

[(Pl - S,LLE2) (pl - SMEz) + (pz + S,LLEl) (p2 + SME1)] (%
= [p* + 252 - (E x p), + 1’ E*] . (3.54)

Observe que o quinto termo do lado direito da equagao (3.52) nao aparece em (3.54).
Isso deve-se ao fato de (p x E) = 0, pois, tratamos aqui de campos eletrostéticos, onde o

rotacional dos mesmos sempre é nulo. A equacao (3.54) pode ser reescrita como

[(p1 — spEs) (p1 — spEs) + (p2 + spky) (pa + spkr)] ¥
=[P +2s(uxE)-p+ 2By

=[p+s(pxE)y, (3.55)

onde g = p.%2 (momento angular na dire¢ao z). Para o segundo e terceiro termos em

(3.51), temos:

(59102 (p1 = 5p0E2) (P2 — spEn) + 50201 (P2 = spb) (1 + spEa)]
= isos (sup1 By + supaEs)
= i (—i) pos (O By + 0,F5) 1)

= o3 (V-E). (3.56)
Substituindo (3.55)-(3.56) em (3.51), encontramos
[P+ s( x E)P 4 + o (V- By = (€2 — M2) v (3.57)
Expandindo o termo quadrético®, obtemos
[P° + 25p.2 - (E x p), + p’E*| ¥ + po.(V - E)p = (€2 — M)y, (3.58)

ou ainda,

v
-V + QSMEPTW + 2B+ po. (V- E) = (£ — M)y (3.59)

3Usamos a forma (3.55) ao invés da (3.54), na equagao (3.57), com o intuito de torna-14 mais compacta

e elegante.
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Sendo o divergente da classe de campos elétricos dado por
0
V-E= 2)\1& + Mg, (3.60)
P

encontramos

_8_2_12_i8_2+25 m_|_ li
op*  pdp  p*Op? p PP

2
+ (m + nzp)
P

2_ 9 110 41 0% 10 toio. é vali ' 3
onde V* = 92 Toop T 20,2 © V,= ST Neste estégio, é valido mencionar que a equagao

¢ + 0 |:7716(p)
p

+ 2772] Y= (E— M), (3.61)

(3.61) é a forma quadrética correta da equagao de Dirac com acoplamento nao-minimo,
devido ao termo singular V - E; ser considerado.

Usando a decomposicao (3.35), obtemos

d? 1d m? m ’
_ﬁ _— 4+ — —|—23 <m —F?]gﬂ) — 4+ (m +772p) fm(p)
P p p\p

pdp — p?
J(p) — (2 _ M2
ou ainda,
—_—— = —— sm m
dp®  pdp 2 2P N2 (T P
o (p
0 ) = (€ = A1) (363)
Escrevendo (3.63) como uma equagao de autovalor,
hfm(p) = Efm(p), (3.64)
com autovalor E = £2 — M? — 21y (n; + sm + 1), onde
0
h— o+ P (3.65)
p
¢ o hamiltoniano da particula, e
d? 1d 2
ho=—— — —— + — +n3p° 3.66
e R PR (3.66)
¢ hamiltoniano sem a funcao §, com
v=m-+ sn. (3.67)



A equagao para g,,(p) é obtida de forma andloga. A partir de (3.35) e (3.61), temos

L () 2 () | i

dp®>  pdp p?
= 4 2 o) = (€ = 32 g ) (3.69
ou ainda,
[—j—; - %dip + (m+s) + 28;721 (m+s) + i + 150" + 2 (sm+ ) | gm(p)
2 (v) gm(p) = (2 = M?) gu(p) (3.69)
que pode ser escrita no formato hamiltoniano,
hgm(p) = Egu(p), (3.70)
com E = &% — M? — 2n, (sm + n,), onde
h:ho—nléi)p), (3.71)
sendo , ,
ho = —j—pQ—%dier%JrnSp?, (3.72)
e

v=m+s(m+1). (3.73)

A equagao (3.61) governa a dinamica do sistema. Deste modo, devemos considerar
as solucoes regulares e irregulares, uma vez que o tltimo tipo também serao solucoes fisicas
para o sistema considerado. Em outras palavras, desde que seja considerado os efeitos de
spin da particula, e devido a configura¢do de campo (3.32), o hamiltoniano conterda um

termo de singularidade. Retornaremos a este problema na segao (3.6).

3.5 Movimento em um Anel de Raio Constante

Antes de resolvermos (3.61), um caso interessante que pode ser considerado aqui
acontece quando assumimos a particula descrevendo um movimento circular de raio p =
a = const. [31]. Embora esse sistema seja trivial, ¢ importante considerar o movimento

de elétrons em anéis AB em varios cenarios fisicos, como por exemplo, para determinar
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o espectro de estado ligado de um anel Aharonov-Bohm (AB) em um isolante topoldgico
bidimensional usando um modelo four-band de pogo quantico HeTg [42], para analisar
a dindmica de particulas em anéis quanticos na presenca de um defeito topolédgico [43],
para estudar os niveis eletronicos de energia de nano-anéis com impurezas e efeitos AB
[44], para determinar a segao de choque de fotoionizagao [45] e para resolver estados de
elétrons em um anel bidimensional como um modelo exatamente soliivel [46]. Neste caso,

desprezando os termos de derivada com relagao a p e o termo da delta (6 (p) /p) em (3.61),

obtemos
1 02 M 10 M 2 e 2
|:_?a_§02+28 <;—|—772a) a@—i— (;+772a> ] P = (S - M )¢ (3'74)
ou ainda,
1 0 m ? 2 2
[am+s<g+n2a>:| Y = (8 - M )1/1 (375)

De acordo com (3.35), para uma particula executando um movimento circular de raio

constante, podemos escrever
Qm, .
b= eime. (3.76)

1b,,e"?

Substituindo (3.76) em (3.75), obtemos as energias

g:i\/M2+ [%—l—s(%—l—nzaﬂz, (3.77)

Szzt\/M2+ {mTH—irs(%—l—nga)r. (3.78)

Os perfis de energia da equagao (3.77) estdao mostrados na figura 3.1 para s =1 e
alguns valores de m. A figura 3.1 mostra claramente que ambos os niveis de energia de
particula e antiparticulas sao membros do espectro. Observe que para energia positiva
(negativa) vemos que quanto menor for o nimero quantico menores (maiores) sao as
energias correspondentes, de modo que é plausivel identificd-los como niveis de energia
de particulas (antiparticulas). Também, é notavel que as energias de Dirac sao simétrica
sobre £ = 0 e visto que as energias positivas e negativas nunca se interceptam podemos ver
que nao existe um canal para criagoes espontanea de particula-antiparticula. Se 7, = 0,

obtemos os niveis de energia de uma particula neutra com momento magnético x em um
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Figura 3.1: Grafico da energia em funcao do raio para s = 1 e diferentes valores de m

caminho circular de raio constante,

1
£ = j:\/M2 + =5 (m+ sm)’, (3.79)

1
Ezj:\/MQ—l—?(m—I—s—I—sm)Q. (3.80)

Estas energias correspondem ao espectro para efeito Aharonov-Casher usual.

3.6 Analise de Extensao Auto-adjunta e a Dinamica
Incluindo a Regiao p=0

Nesta sec@o, determinaremos o espectro de energia relacionado as equagoes (3.64)
e (3.70), incluindo o termo 0 (p) /p na resolu¢do. Afim de lidar com este tipo de poten-
cial pontual de interagao, fazemos uso da abordagem por extensao auto-adjunta [47, 48].
Em mecénica quantica, os operadores auto-adjuntos (simétricos) correspondem aos ob-
servaveis. Contudo, em alguns sistemas fisicos, o hamiltoniano nao é essencialmente
auto-adjunto e uma tentativa para encontrar a extensao auto-adjunta do hamiltoniano
corresponde a diferentes tipo de condigoes de contorno. Assim, as extensoes auto-adjuntas
sdo baseadas em condigoes de contorno na origem e no infinito [51, 53]. A partir da teoria
de operadores simétricos, é um fato que o operador radial simétrico hy (como na equagao

(3.65)) ¢ essencialmente auto-adjunto para |v| > 1, enquanto para |v| < 1 admite uma
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familia de parametros de extensao auto-adjunta [29], hg,,, onde A, é o parametro de
extensao auto-adjunta. Aqui, usamos a abordagem da referéncia [47, 48], que é baseada
sobre a condigao de contorno na origem (A.11), onde através dela todas as extensoes auto-

adjuntas hg»,, de hg sao parametrizadas. Para rho # 0, a equagao para a componente

fm(p) P
“aE dp T AT } fn(p) = E f(p) (3.81)

pode ser transformada pela mudanca de variavel

4y
dp - 772pd~7

d? d d?

— =2ny— +4dnep—=. .82

Substituindo (3.82) em (3.81), temos

d _d? 1 d N o P _
(s amris) = (2mnfp) + 554 () - £ s =0 o

Multiplicando por (—1),

imp b1 it B fu(5) =0 (3.84)
7)2/)dﬁ2 712 dp T2 F; 2P m\P) =Y, :
e dividindo por 475, encontramos
d? d v p E
r—+—=—|—=+>—-—— m(p) = 0. 3.85
hw*w (M+44mﬂf@) (3.85)
Vamos analisar o limite assintético da equacao (3.85), na intengao de propormos uma

solugao que nos leve a uma equacao diferencial mais simples. Quando p — oo, o primeiro

e quarto termos sao dominantes na equagao (3.85). Dessa forma,

Plap) 1,
bolf) ) (3.56)
que tem como solucao
fulp) = Cre™%. (3.87)

Para p — 0, o primeiro e terceiro termos sao dominantes. Dai,

& f(p)
72

= /(7 (3.88)
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cuja solucao ¢é dada por

[v]

fm(p) = Capz. (3.89)

A condigao de contorno (A.11) nos permite analisar solugoes regulares e irregulares para

(3.85). A partir do comportamento assintético (3.87) e (3.89) encontramos a solugao

|

) = 757 € 5 F(p), (3.90)

onde (+4) refere-se a solucao regular e (-) a solugdo irregular, respectivamente. Substi-

tuindo (3.90) em (3.85), obtemos

d*F dF dF dF
4~1+1/2V 4~1/2V_ Ay ~1/21/__4~1+1/21/_
) e A T
E
— PPV E = 2p PV 4 = pVPYF =0, (3.91)
2
Dividindo por 452", encontramos
d’F dF 1 v E
5 l+v - (24X 2 F—p 3.92
e - L (3.92)
ou ainda,
) AFG) (1%l B\ .
1+ — —— | F(p) =0. 3.93
P~ i + (£ =p) —= 7 5 i (7) (3.93)

A Equacao (3.93) é do tipo hipergeométrica confluente
2F"(2) + (b— 2)F'(2) —aF(z) = 0. (3.94)

Desta maneira, a solu¢ao geral para a equagao (3.85) é dada por

v p 1 E
fm (D) :amﬁ%e_E F ki |V| 1+ v],p
2 4 Mo
bl 5 1—|v| E _
b -5 5 F ——1—\v|,p]). 3.95
rnpfetr (- 2 p) (3.95)

Na expressao (3.95), F(a,b, z) é uma funcao hipergeométrica confluente de primeiro tipo

[41], onde a,, and b, s@o os coeficientes das solugoes regulares e irregulares, respectiva-

mente.
Agora, vamos aplicar a condigao de contorno (A.11), que escrita de maneira expli-
cita fica
lim pf,.(p) = A\ lim {fm( ) — (hm M )) i} (3.96)
p0+ PO+ p\VI =0+ pl!
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Substituindo (3.95) em (3.96), encontramos

bm A oo

A (1) = 22 11 4
)™ = M Ty

(3.97)
Vemos que lim,_,o+ 0?2l diverge quando |v| > 1. Esta condigao implica que b,, deve ser
zero se |v] > 1 e somente a solugdo regular contribui para f,, (p). Para |v| < 1, quando
o operador Hy nao ¢é auto-adjunto, passa a existir uma contribuicao da solugao irregular
para f,,(p).

Para (3.95) ser uma funcao de onda de estado ligado, ela deverd se anular para

grandes valores de p (ser normalizavel). Usando a representacao assintética para z — oo,

F(a,b,z)~ ?8 270, (3.98)

e a condicao de normalizagao, encontramos

1—|v| E
b _ DO+ WIS ) (3.99)
A, I'(l—1v|) F(1+2|”| _ %)
A partir de (3.97), para |v| < 1, temos
bm v
= A ()" (3.100)
Assim, a equacao (3.99) torna-se
1+|v| E
(== —4,) S S (S 3 7)) (3.101)
PEFE =) ()T )

A equacgao (3.101) d4 a contribui¢ao da solugao irregular para o problema. Este recurso
vem a partir do fato que o operador Hy nao ser auto-adjunto para |v| < 1.

Agora analisamos os seguintes pontos na equacao (3.101):

(i) Para A, = 0, caso em que a func¢do 0 estd ausente, somente a solugao regular
contribui para a fungao de onda de estado ligado.

(ii) Para \,, = 0o, somente a solucdo irregular contribui para a funcao de onda de
estado ligado.

Desta forma, para todos os outros valores do parametro de extensao auto-adjunta,
ambas as solucoes regular e irregular contribui para a funcao de onda de estado ligado.

Analisando os pdlos da fungao gama na equagao (3.101) junto com o critérios (i) e (ii),

temos
1 E
+2’V| — 4—?72 = —n, para, \,, =0, (3.102)
1-— E
# ~ i = —n, para, \,, = 00, (3.103)
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com n um inteiro nao negativo, n = 0,1,2,.... Isolando E, e substituindo pelo seu valor,

temos
4n, <n+ 1i2|”|> — &2 M? 20, (m + sm+ 1), (3.104)
ou ainda,
E* — M* =2 [(2n+ 1% |m + sm|) + (g + sm + 1)]. (3.105)

Isolando &, encontramos, respectivamente, para a solucao regular e irregular

E=4VM24 21,20+ 1+ |m+ sm|) +m + sm + 1], (3.106)

E=4VM24 20, [2n+1—|m+ sm|) +n + sm + 1]. (3.107)

Como uma ilustracao dos perfis de energia como uma funcao de A\; e com parametro de
projecao de spin s = 1 e s = —1 sao mostrados nas figuras 3.2 e 3.3, respectivamente. Mais
uma vez, notamos que tanto particulas como antiparticulas sao membros dos niveis de
energia do espectro. Também, é notado que em ambas as figuras as energias de Dirac sao
simétricas sobre £ = 0 e, uma vez que as energias positivas e negativas nunca se intercep-
tam, vemos que nao existe um canal para criacao espontanea de particula-antiparticula.
Neste caso, a partir da exigéncia de energias reais (a partir da equagao (3.106)) obtemos
uma limitacao para o valor minimo de A;. O parametro \; satisfaz a seguinte inequagao:

M2
|m + 2usAi| + 2uX = — T+2n—|—2—|—sm : (3.108)
HA2
A funcoes de onda de estado ligado nao-normalizada sao dadas por

fu(P) = 5% 5F (—n, 1 +v,5) + jp fe EF (—n,1 - v, 7). (3.109)

Observe que quando |v| > 1 ou equivalentemente quando a interagao ¢ estd ausente,
somente a solugao regular contribui para a funcao de onda de estado ligado (b,, = 0), e a
energia é dada pela (3.106).

Agora, consideremos a solucao da equagao (3.70). Ao realizar os mesmos passos

para alcancar as equagoes (3.106)-(3.107), obtemos

E=4/M2+2n0,[(2n+ 1+ |m + s+ smy|) + sm + n], (3.110)

E=+VM24+20[2n+1—|m+s+sm|) +sm+mn, (3.111)
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Figura 3.2: Grafico da energia em funcao de A\, para s = 1 e diferentes valores de n e m.
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Figura 3.3: Gréfico da energia em fungao de A\; para s = —1 e diferentes valores de n e
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com a funcao de onda de estado ligado nao-normalizada dada por

9ulP) = 3 EF (<n 14 17],5)+ 5 7 e EF (<7,1 — |71, 7). (3.112)
onde B
l+|p|] FE

n=—————. 3.113

= (3.113)

Se 11 — 0 nas equagoes (3.106)-(3.107) e (3.110)-(3.111), resulta

E=4/M2 421, [2n+ 14 |m]) + sm + 1], (3.114)
E=4/M24+2m,[2n+ 1 —|m|) +sm + 1], (3.115)
(&
E=4M2+20[(2n+1+|m+s]) +sm— 1], (3.116)
E=4y/M24+20[2n+ 1 —|m+s|) +sm —1]. (3.117)

Estes niveis de energia correspondem ao andlogo da quantizacao de Landau para a dina-
mica quantica relativistica de férmions neutro de spin-1/2 com momento magnético p na

configuragao de campo da equagao (3.32).

3.7 Limite Nao Relativistico

Uma outra questao que vale a pena ser analisada é o limite nao relativistico da
equagao (3.57). Neste limite, devemos impor que &€ = M + ¢, com ¢ < M. Neste
caso, a componente 1; (grande componente) de 1) obedece a equagao nao relativistica e a
componente ¥, (pequena componente) de 1) é desprezada [32]. Portanto, a equagao a ser

resolvida inclui apenas a componente superior de (3.35), isto é,

1

— p+s(uxE) e+

20 (V- E)ih = ety (3.118)

om”
A equagao (3.118) pode ser resolvida usando o mesmo procedimento utilizado para

o caso relativistico. Os niveis de energia neste caso sao dados por

w((2n+1+m+s + 1+ sm+1],
) el | ml) +m ] (3.119)

wl2n+1—=|m+sm|) +m+sm+1],
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onde definimos a frequéncia w = 1y/M. Podemos notar que, se 71 — 0, obtemos os
correspondentes niveis de energia para um férmion neutro de spin-1/2 com momento

magnético no regime relativistico

_ wl[2n+1+|m|) —sm+1], (3.120)

wl2n+1—|m|) —sm+1],

A equacao (3.120) pode ser comparada, por exemplo, com a equagao (25) da referéncia
[50], na auséncia do elemento de spin s. Vale salientar que a equagao (3.106)-(3.107)

fornece (3.119), ao tomarmos o limite nao relativistico.

39



Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Apés uma revisao bibliogréafica, constatamos que a equacao de Klein-Gordon foi
a primeira tentativa de dispositivo para descricao de particulas quanticas relativistica a
surgir, e que a mesma falhou por nao fornecer uma densidade de probabilidade definida
positiva. Porém, foi de suma importancia como incentivo para o surgimento da equagao
de Dirac. A equacao de Dirac teve que satisfazer trés condigOes basicas para ser aceita
como dispositivo para descrigao de particulas de spin-1/2, sao elas: garantir a relagao
energia momento correta, fornecer uma densidade de probabilidade definida positiva e
ser covariante por transformacoes de Lorentz. Ainda sobre a equacao de Dirac, vimos
que a mesma possui uma simetria global, porém, é necessario a adog¢ao de um termo de
acoplamento eletromagnético para a manutencao de sua invariancia por transformacao
local. Ao levarmos em conta a interacao de particula neutra com campo eletromagnético
via momento de diplo magnético, nos deparamos com a equacao de Dirac com acoplamento
nao minimo, e mostramos que ela obedece a transformacao de paridade, inversao temporal
e conjugacao da carga.

No capitulo de resultados, partimos da equacao de Dirac com acoplamento nao
minimo e encontramos sua forma planar com a utilizagao da representacao de Pauli das
matrizes de Dirac. Apods isso, resolvemos a dinamica quantica de um férmion neutro com
um momento magnético u na presenca de campos elétricos externos. Mostramos que o
conjunto de equacgoes diferenciais de primeira ordem admite solucoes isoladas £ = M e
E = —M. Este resultado implica em uma nova solucao para o problema AC. Derivamos
a equacao de Dirac de segunda ordem para o estudo do movimento da particula em

duas situagoes. Primeiro, assumimos que a particula descreve um caminho circular de



raio constante, e entao analisamos a dinamica no espaco completo, incluindo a regiao
p = 0. A inclusdo dessa regiao nos obriga a considerar na equacao (3.57), o termo
singular V - E; (resulta em uma funcao §). Através do método de extensao auto-adjunta
mostramos que esse termo tem implicacao fisica sobre a dinamica da particula. Em outras
palavras, verificamos que o mesmo contribui para a funcao de onda de estado ligado e
para o espectro de energia, e estes possuem uma dependéncia explicita sobre o parametro
projecao de spin s. Para \,, = 0, caso em que a funcao § é ausente, somente a solugao
regular contribui para a funcao de onda de estado ligado. Para as solugoes regular e
irregular (\,, = 00), definidas pelos dois valores particulares do parametro de extensao
auto-adjunta, as energias sao dadas explicitamente nas equagoes (3.106)-(3.107) e (3.110)-
(3.111). No limite 1; — 0, os niveis de energia correspondente sdo andlogos aos niveis de
Landau. Neste limite, a dependéncia do espectro com respeito ao parametro s ainda é
mantida. Também obtivemos estes tultimos resultados para o limite nao relativistico, onde
apenas o espectro de energia gerado pela componente superior do espinor é considerado.

Como perspectivas para futuros trabalhos, podemos mencionar a possibilidade de
abrangi esses resultados para a mecanica quantica nao-comutativa, com a dinamica da
particula no espago nao-comutativo e no espago de fase nao-comutativo. Também pode-
mos considerar uma particula neutra com momento de dipolo elétrico ao invés de dipolo
magnético. Além disso, ha a possibilidade de investigarmos a influéncia de geometrias de
defeitos topoldgicos. Por 1ltimo, podemos estudar materiais relacionados ao grafeno, e
que sao descritos pela equagao de Dirac.

O estudo do grafeno (material bidimensional) e seus anédlogos através da equagao de
Dirac, torna-se possivel devido aos portadores de cargas nestes materiais, os férmions de
Dirac sem massa, terem uma dispersao de energia semelhante as particulas relativisticas
sem massa. Além disso, devido a existéncia de duas sub-redes equivalentes no grafeno,
os portadores de cargas podem ser descritos por fungoes de ondas de duas componentes,
onde cada uma delas esta relacionada a uma das sub-redes. Portanto, a dinamica nestes
materiais pode ser analisada por uma equacao de Dirac planar sem o termo de massa, e

com a velocidade da luz, ¢, substituida pela velocidade de Fermi, vg [54].
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Apeéendice A
Método de Extensao Auto-adjunta

Em mecanica quantica, um operador é observavel quando ele é hermitiano. Um
operador A hermitiano, A = A" (AT é o adjunto de A), com dominio D (A) é dito auto-
adjunto se D (A) = D (AT). Para fungoes suaves & € Cg° (R?) (diferencidvel em todos os
graus) com & (0) = 0, devemos ter

HE = Hye. (A.1)

Consideremos o hamiltonianos dado por

)
H = Hy+ 22 (A.2)
p
onde
d? 1d 52
H,— — e 22 A3

sendo a e j constantes. B razodvel interpretar (A.2) como uma extensao auto-adjunta de
[51, 52, 53]

Holege 2\ (op)- (A4)
Afim de prosseguir com a extensao auto-adjunta de (A.3), decompomos o espago de Hil-
bert § = L? (R?) com respeito ao momento angular § = S, ® S, onde §, = L? (R, pdp)
e S, = L*(S',dyp), com S! denotando a espera unitéria em R%. O operador —63 ¢ essen-
cialmente auto-adjunto em S, = L? (S', dy), e obtemos Hy em cada setor do momento

angular. Usando o operador unitario
V: L? (R*, pdp) — L* (R*,dp), (A.5)

dado por
(VE) (p) = p'%€ (), (A.6)



o operador radial simétrico Hy, tornasse

7 -1 d? o L) 1 2 2
Hy=VHV™" =25+ (5 = 1) Z+a% (A7)

que é essencialmente auto-adjunto para |j| > 1, enquanto para |j| < 1 admite uma familia
de parametros de extensao auto-adjunta [29]. Seguindo em frente com a extensao auto-
adjunta de H,, devemos encontrar seus subespacos de deficiéncia, Ni, que sao dados

por
N, = {¢ e D), Hig = 2.6 Imzy >0},
N_ = {g e D(H}), Hi¢ =z_¢, Imz < 0} , (A.8)

com dimensoes n, e n_, respectivamente, que sao chamados de indices de deficiéncia de
Hy. Uma condicao necesséria e suficiente para H, ser auto-adjunto é que n, = n_ = 0.
De outra maneira, se ny, = n_ > 1 entao Hy tem um ntmero infinito de extensoes auto
adjuntas parametrizadas pela matriz unitaria n X n, onde n = n, = n_. De acordo com

a teoria de Neumann-Krein de extensoes auto-adjuntas, o dominio de Hg é dado por
D(H}) = D(Hy) ® N, & N_. (A.9)

A abordagem por extensao auto-adjunta basicamente consiste em estender o dominio de
D(H,) afim de corresponder D(H}), tornando Hy um operador auto-adjunto. De acordo
com (A.9), podemos observar que se Hy for hermitiano, os dominios de D(Hy) e D(H])

ainda seriam diferentes. Portanto,
D(H.o) = D(H}) = D(Hy) ® Ny & N_, (A.10)

onde H),, o representa a extensao auto-adjunta de Hy parametrizada por A, € [0, 27).
Para caracterizar a familia de parametros de extensao auto-adjunta de Hj, usare-

mos a abordagem das referéncias [47, 48|, que é baseada em uma condi¢ao de contorno na

origem. Portanto, todas as extensoes auto-adjuntas hg )y, de ho sao parametrizadas por

uma condi¢ao de contorno na origem

o = )\m%l, (All)
com
sy = lim pmfm(p)a (A.12)
p—0t
= li L L A.13
a4l —pi}%ﬁ W fm(p) — %OW . (A.13)
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Para \,, = 0, temos o hamiltoniano livre, sem a funcao J, com funcao de onda regular na
origem; para A, # 0, a condigao de contorno na equacao (A.11) permite uma singularidade
p~ Pl na funcdo de onda na origem. Ou seja, neste tipo de abordagem, a condicdo de
contorno é um limite matematico que permite solugoes divergentes para o hamiltoniano

(A.3) em pontos isolados, desde que estas sejam de quadrado integravel.
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