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RESUMO

Nesta dissertacao, analisamos a dinamica de osciladores parametricamente forgados,
com enfoque na amplificagao de pequenos sinais. Iniciamos por uma revisao da ressonan-
cia paramétrica e da amplificagao paramétrica em um oscilador linear parametricamente
excitado. Em seguida, estudamos dois tipos de osciladores nao-lineares parametricamente
forcados e concluimos a dissertacao com a andlise de um dimero parametricamente ex-
citado. Basicamente, analisamos os fenémenos de ressonéncia paramétrica e de ampli-
ficagdo paramétrica, comparando os resultados obtidos analiticamente (via métodos da
média ou do balango harménico) com os obtidos via integragdo numérica das equagoes
do movimento. Em todos os casos, obtivemos a linha de transicao para a instabilidade
paramétrica do oscilador paramétrico. Nos excitamos os amplificador paramétrico com e
sem dessintonia entre entre o bombeamento e o sinal externo ac. Verificamos que o ganho
da amplificacao paramétrica depende da sensitivamente na fase do sinal externo ac e na
amplitude do bombeamento. Mostramos que tais sistemas podem ser facilmente utilizados
para recepcao e decodificagao de sinais com modulagao de fase. Além disso, obtivemos
séries temporais, envelopes e transformadas de Fourier para a resposta da amplificagao
paramétrica de pequenos sinais ac. Especificamente nos casos dos osciladores de Duffing
parametricamente forcados, obtivemos e analisamos linhas de bifurcacao e a amplitude
dos ciclos limites como funcao da frequéncia e da amplitude de bombeamento. Adicio-
nalmente, conseguimos obter uma relacao analitica para os ganhos do sinal e do idler dos
osciladores nao-lineares parametricamente forcados pelo método do balanco harménico.
Os resultados obtidos implicam que os amplificadores paramétricos nao-lineares podem ser
excelentes detectores, especialmente em pontos proximos a bifurcacoes para instabilidade,
em que apresentam altos ganhos e largura de banda bem estreitas. Por ltimo, investiga-
mos também o comportamento de dois osciladores lineares acoplados e parametricamente
estimulados, com e sem forca externa ac. Tais sistemas sao muito sensiveis & fase do sinal
a ser amplificado e podem ser utilizados para criar amplificadores sintonizaveis em fungao
do parametro de acoplamento.

Palavras-chave: Ressonincia paramétrica, amplificacao paramétrica, oscilador nao-
linear, oscilador de Duffing paramétrico, método da média, balan¢o harménico, bifurca-
goes.



ABSTRACT

In this dissertation, we studied the dynamics of parametrically-driven oscillators, with
a focus on the amplification of small signals. We begin with a revision of parametric re-
sonance and parametric amplification in a linear oscillator parametrically excited. Next,
we studied two types of nonlinear parametrically-driven oscillators and finished the dis-
sertation with an analysis of a parametric dimer. Basically, we analyzed the phenomena
of parametric resonance and parametric amplification by comparing the results obtained
analytically (via the averaging or harmonic balance methods) with those of numerical
integration of the equations of motion. In all cases, we obtained the transition line to
parametric instability of the parametric oscillator. We excited the parametric amplifier
with and without detuning between the pump and the external signal. We found that the
parametric amplification depends sensitively on the phase of the external ac signal and on
the internal pump amplitude. We showed that such amplifiers can be easily used for the
reception and decoding of signals with phase modulation. Furthermore, we obtained time
series, envelopes, and Fourier transforms of the response of the parametric amplifier to
small external ac signals. Specifically in the cases of the parametrically-driven Duffing os-
cillators, we obtained and analysed the bifurcation lines and the amplitude of limit cycles
as function of the pump amplitude and frequency. In addition, we derived an expression
for the signal and idler gains of the nonlinear parametrically-driven oscillators with the
harmonic balance method. The results imply that the nonlinear parametric amplifiers can
be excellent detectors, specially near bifurcations to instability, due to their high gains
and narrow bandwidths. Finally, we studied the dynamics of two linear oscillators coupled
and parametrically excited, with and without external ac driving. We found that such
systems have a wealth of dynamical responses. They present parametric amplification
that is dependent on the coupling parameter and on the phases of the external ac signals.
Such systems may be used as tunable amplifiers.

Keywords: Parametric resonance, parametric amplification, nonlinear oscillator, Duf-
fing parametric oscillator, averaging method, harmonic balance, bifurcations.
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Capitulo

Introducao

Oscilacoes parametricamente excitadas ocorrem em sistemas dindmicos que apresen-
tam ressonancia e em que pelo menos um de seus parametros varia periodicamente com
o tempo. Na mecéanica classica, essas oscilagoes podem existir, por exemplo, em péndulos
cujo comprimento ou o ponto de apoio varia periodicamente no tempo [1]. Um exemplo
comum de oscilagoes parametricamente excitadas ¢ o de uma crianga oscilando num ba-
lango. Mesmo sem encostar os pés no chao e sem ser empurrada por uma outra pessoa,
a crianga consegue oscilar o balango quando modula a altura de seu centro de massa
periodicamente. Quando esse tipo de oscilagao ocorre, estamos tratando do fenémeno
da ressonancia paramétrica. Esse fendmeno se manifesta de maneira mais forte quando a
frequéncia de bombeamento (modulagao) ¢ igual ou proxima a duas vezes wy, a frequéncia
natural do oscilador. Além desse caso, a ressonancia paramétrica também pode ocorrer
em frequéncias de bombeamento iguais ou proximas a w = 2wy/n, com n = 1,2,3, ....

A ressonancia em um sistema dindmico linear harmonicamente forcado e amortecido,
com coeficientes constantes, é caracterizada por picos de amplitude das oscilagoes harmo-
nicas em um nuamero finito de frequéncias, conhecidas como frequéncias naturais de oscila-
¢oes (ou frequéncias dos modos normais de oscilagao). Essas oscilagoes for¢adas ocorrem
para qualquer amplitude nao nula da forca externa aplicada. Ja no fenémeno da ressonan-
cia paramétrica, que ocorre no oscilador parametricamente forcado (OPF) (em que pelo
menos um coeficiente varia periodicamente no tempo), ha um limiar para as oscilagoes
ocorrerem. Quando a amplitude da forga paramétrica estd abaixo de um certo valor, o
estado quiescente do oscilador é estavel. Por outro lado, quando a amplitude da forca pa-
ramétrica estd acima de um certo valor as oscilagoes crescem indefinidamente, quaisquer
que sejam os valores dos coeficientes de dissipacao. Somente na linha de transicao entre
estabilidade e instabilidade as oscilagoes sao periddicas. Em sistemas fisicos, no entanto,
quando a amplitude de oscilagao aumenta muito, termos nao-lineares da equagao de mo-
vimento do oscilador passam a ser relevantes. Como consequéncia a frequéncia natural de

oscilagao passa a variar com a amplitude, resultando assim na estabilizacao da amplitude
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de oscilagao. Outra propriedade distintiva da ressonancia paramétrica, é que ela pode
ocorrer em um numero infinito de frequéncias, como mencionado acima. No entanto, na
pratica somente as primeiras ressonancias sao observadas.

No século XIX surgiram as primeiras investigacoes cientificas sobre o que leva um
oscilador parametricamente forcado a ressonancia paramétrica. Os primeiros sistemas
investigados em que ocorria a ressonancia paramétrica foram estudados por Michael Fa-
raday em 1831 [2]. Ele iniciou os estudos sobre oscilagoes paramétricas quando observou
que a superficie de um determinado liquido no interior de um cilindro que oscilava verti-
calmente apresentava uma vibragao completa a cada duas vibracoes completas do cilindro.
Apos os estudos de Faraday, Melde em 1859 [3] esticou um fio entre um suporte rigido
e a extremidade de um diapasao. Ele percebeu que quando o diapasao vibrava, embora
a forga de excitacao fosse longitudinal, a corda vibrava transversalmente com a metade
da frequéncia natural do diapasdo. Baseando-se nos trabalhos tedricos de Mathieu [4] e
Hill [5], em 1887, Lord Rayleigh [6] conseguiu explicar matematicamente os fenomenos
observados por Faraday e Melde.

Uma importante caracteristica do OPF ocorre quando ele também é excitado por
uma forca externa ac e quando a amplitude de bombeamento esta abaixo do limiar de
instabilidade. Nessa situacao o OPF pode funcionar como um amplificador, ou seja,
quando a resposta do oscilador & forca externa ac é maior quando ha bombeamento do
que quando nao ha bombeamento. Quando o OPF nao é bombeado ele se torna um
oscilador harménico forgado (OHF) simples, cuja maior resposta ocorre na ressonéncia,
quando a frequéncia do sinal externo ¢é igual a frequéncia natural do oscilador. Nesse
ponto, sabemos que o ganho méaximo do OHF é @, o fator de qualidade do OHF, enquanto
a largura de banda do oscilador é aproximadamente o valor do coeficiente de dissipacao
(wo/Q). No entanto, o OPF pode apresentar ganhos muito superiores a @), isso vem, no
entanto, acompanhado de uma menor largura de banda do que a do OHF.

Os amplificadores de pequenos sinais possuem como caracteristicas principais a linea-
ridade, o ganho e a largura de banda. Dentro da largura de banda de um amplificador,
a amplitude da resposta a um pequeno sinal ac a ser detectado é maior que a amplitude
desse sinal. Veremos nesta dissertacao que a amplificagao paramétrica (AP) sera utilizada
para detectar pequenos sinais ao aumentar a resposta dindmica (ganho) de um oscilador
local para pequenas excitacoes harmonicas. Em um amplificador paramétrico, um sinal
forte, chamado sinal de bombeamento ou excitagao paramétrica, injeta energia no sinal
mais fraco que se deseja reforgar, amplificando-o. Tipicamente ha duas componentes es-
pectrais na resposta do amplificador paramétrico: Uma na frequéncia do sinal (ws) e outra
na frequéncia do idler (w;), que existe devido a mistura com a frequéncia de bombeamento
(2w = ws +w;) [7]. No entanto, quando o amplificador paramétrico (AP) tem termos nao
lineares e a amplitude de bombeamento estia acima do limiar de instabilidade, aparece

uma componente espectral na metade da frequéncia de bombeamento. Essa componente
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central é caracteristica da instabilidade paramétrica e ocorre independentemente da exis-
téncia do sinal externo. Veremos também que o AP tipicamente opera apenas em faixas
muito estreitas de frequéncias [8].

Os primeiros amplificadores paramétricos eletronicos comegaram a ser utilizados entre
1914-1915 para radiotelefonia entre Berlim e Viena [9]. Embora o interesse em utilizar
amplificadores paramétricos tenha diminuido a partir de 1916, com a invencao de modu-
ladores de vacuo, uma nova versao de AP’s retornou em 1954 com a invengao de diodos
de silicio, que possuem baixo custo e apresentam capacitancia variavel. Tais dispositivos
permitiram que se montassem ressonadores LC, cuja frequéncia natural poderia ser facil-
mente modulada até a faixa de microondas. Apds o advento do laser, no inicio da década
de 60, o interesse cientifico e tecnologico pelo AP cléassico diminuiu. No entanto, anos de-
pois surgiram importantes aplica¢coes quanticas da AP em lasers, tal como a amplificagao
de sinais de laser em fibras Opticas que sao largamente utilizadas até hoje em linhas de
transmissao de dados da internet [§].

Outro sistema fisico em que ocorrem oscilagoes paramétricas sao as jungoes de Joseph-
son, propostas por Brian Josephson em 1964 [10]. Esses dispositivos tém uma indutancia
nao-linear, o que permite que ela seja modulada em circuitos ressonadores. Essas juncoes
sao conhecidas por serem dispositivos adequados para a deteccao e geragao de oscilagoes
eletromagnéticas na faixa de frequéncia de gigahertz [11]. Em tais sistemas foram desen-
volvidos diversos tipos de amplificadores paramétricos, tais como o proposto na Ref. [12]
que é baseado na modulacao do fluxo magnético em um SQUID.

No inicio da década de 90, a AP cléssica retorna a ser de interesse dos pesquisadores
com o surgimento de dispositivos microeletromecanicos (MEMS), que sao constituidos por
elementos mecanicos, sensores e eletronicos em um pequeno chip. Em um ressonador de
MEMs de alto fator de qualidade, Rugar e Griitter estudaram experimentalmente a AP
com o intuito de detectarem ondas gravitacionais [13]. Mais recentemente, surgiram dis-
positivos sensores opto-mecénicos, que sao sensiveis a pressao de radiacao em cavidades
opto-mecanicas. Em tais sistemas pode haver instabilidades paramétricas optomecani-
cas [14]. A amplificacio paramétrica em tais sistemas foi recentemente utilizada para a
detecgao de ondas gravitacionais |15].

As principais contribuigoes desta dissertagao foram as anélises da AP em OPF’s nao
lineares e da AP em um sistema consistindo de dois OPF’s acoplados linearmente entre
si. As técnicas de anélise utilizadas foram dois métodos perturbativos de aproximacgao
de solugoes de equagoes diferenciais: o método da teoria da média [16-18] e o método
do balango harménico [19]. Adicionalmente utilizamos métodos de integragao numérica
das equacoes diferenciais envolvidas. Mais detalhes sobre a aplicacao dessas técnicas no
contexto da AP estao nas Refs. [20,21].

O enfoque nesta dissertacao, no caso dos OPFs amortecidos e com termos nao-lineares

cubicos, foi de entender as principais bifurcacoes para a regiao de instabilidade para-
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métrica, bem como de estudar os ciclos limites do OPF nessa regiao. No caso da AP
nesses sistemas, nosso objetivo principal foi o de investigar a dependéncia do ganho com
a nao-linearidade. Verificamos que ainda é possivel obter altos ganhos na regiao proxima
a instabilidade paramétrica. Verificamos também que tais sistemas podem servir de re-
ceptores de ondas com modulacao de fase, que podem ser utilizadas para transmissao de
informagao.

Talvez a principal contribuicao do presente trabalho seja o estudo sobre um dimero
parametricamente excitado. Mostramos como obter sua zona de instabilidade paramétrica
e como ela pode ser modificada ao se variar o coeficiente de acoplamento entre os dois
osciladores. Vimos também como utilizar isso para o desenvolvimento de um AP de alto
ganho e estreita largura de banda cujo pico de amplificacao pode ser sintonizado em uma
banda larga de frequéncias ao se variar o coeficiente de acoplamento.

A seguir descrevemos a organizacao dos demais capitulos desta dissertacgao:

Capitulo 2: Realizamos uma breve revisao sobre o OHF, comparando-o com o OPF.
Utilizamos os métodos da média e do balango harmonico para obtermos a primeira linha
de transicao para instabilidade paramétrica. Além disso, obtivemos a funcao de Green do
OPF via método da média.

Capitulo 3: Estudamos inicialmente a AP do OPF em sintonia, de modo que realiza-
mos estimativas para o ganho dependente da fase e do bombeamento, utilizando o método
da média. Em seguida, ainda com a técnica do método da média, estudamos a AP em
dessintonia (AP nao-degenerada) e obtivemos, analiticamente envelopes e transformadas
de Fourier de séries temporais do AP. Finalmente, obtivemos expressoes analiticas para o
o ganho do sinal e do idler pelo método do balan¢o harmonico.

Capitulo 4: Aqui introduzimos nao-linearidades cubicas e estudamos seus efeitos
sobre a ressonancia paramétrica no OPF. Encontramos as amplitudes das solugoes pe-
riddicas (ciclos limites), linhas e diagramas de bifurcagao para dois tipos de oscilador de
Duffing parametricamente forcado (ODPF) via método da média e integra¢do numeérica.

Capitulo 5: Aqui estudamos a AP nos ODPF. Obtivemos séries temporais, e cor-
respondentes envelopes e transformadas de Fourier pela técnica da média. Obtivemos
também expressoes para os ganhos do sinal e do idler dos osciladores nao-lineares para-
metricamente for¢ados pelo método do balango harmonico. Os resultados analiticos foram
comparados com os correspondentes resultados numeéricos.

Capitulo 6: Neste capitulo investigamos os fendmenos de ressonancia paramétrica
e AP em dois osciladores parametricamente forcados e linearmente acoplados entre si.
Para o caso especial em que os dois osciladores tém o mesmo coeficiente de dissipagao
e a mesma amplitude de bombeamento, pudemos analisar seus modos normais de vi-
bracao via uma transformacao canonica. Apos essa transformagao, obtivemos envelopes
para séries temporais e a linha de transi¢ao para a instabilidade paramétrica desse sis-

tema. Finalmente, obtivemos expressoes analiticas e resultados numéricos para o ganho
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da amplifica¢do paramétrica no dimero amplificador paramétrico (DAP).

Capitulo 7: Finalizamos o trabalho apresentando nossas conclusoes.



Capitulo

Ressonancia Paramétrica

Neste capitulo fazemos uma revisao sobre o fenémeno da ressondncia paramétrica
que ocorre em osciladores parametricamente forgados. Neste contexto, apresentamos as
técnicas analiticas utilizadas para obter perturbativamente solugoes aproximadas. Essas
técnicas sao o método da média (para transientes e solugdes estacionarias) e o método do
balango harmoénico (para solugoes estacionarias). Além dessa técnicas, utilizamos métodos
de integracao numeérica para checar a validade das aproximagoes analiticas. O desenvol-
vimento apresentado neste capitulo serve de fundamento para os resultados apresentados
nos capitulos seguintes.

Na segao 2.1 apresentamos a solucao estacionaria, o ganho e a funcao de Green do
OHF. O intuito desta apresentagao bésica é tao somente para servir de comparagao para
os resultados posteriores referentes ao OPF. Na se¢ao 2.2 apresentamos a equacgao de mo-
vimento do OPF e descrevemos suas principais caracteristicas. Na secao 2.3 encontramos
a linha de transicao para instabilidade paramétrica pelo método do balango harménico.
Na secao 2.4 encontramos a linha de transicao para instabilidade paramétrica do OPF
pelo método da média. Na secao 2.5 obtemos a funcao de Green aproximada do OPF pelo
método da média para a regiao em que a frequéncia de bombeamento é aproximadamente

o dobro da frequéncia natural.

2.1 O Oscilador Harmonico Forcado
A equagao do OHF em unidades adimensionais ¢ dada por
Z(t) + v (t) + x(t) = Fs cos(wt), (2.1)

em que v = 1/Q) é o coeficiente de dissipagao e @ é o fator de qualidade, F; é a amplitude
do sinal externo e w é a razao entre a frequéncia de excitacao e a frequéncia de ressonéancia

do OHF.
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A solugao geral da Eq. (2.1) é dada por
x(t) = zp(t) + Re {Z(w) '}, (2.2)

onde xy(t) é a solugdo homogénea (transiente) e a segunda fungao, a solu¢do nao-homogénea

ou estacionaria, é a resposta linear a forca oscilatéria externa, com

F
w2 +iyw’

x(w) = wg —

A resposta estacionaria da Eq. (2.2) pode ser escrita da forma

F
0= V(1 —w?)? +wy? ot o), 2%

em que ¢ € o angulo de fase em relagao ao sinal externo, que é dado por

o = — arctan (1 il ) . (2.4)

— w2

O ganho em decibel (dB) em relagao a amplitude do sinal de entrada ¢ dado por

|z (w)| 1
G w) =20log,, —=— =201o ) 2.5
OHF( ) g10 F. g10 \/(1 = w2)2 Ty ( )

A seguir calculamos a fun¢ao de Green do OHF, que é definida como a fungao que

satisfaz a equacao

LN Gt —t)=6(t—t)
a2 "t - ’
onde G(t —t') = 0 para t < t'. Para encontrarmos (0/0t)G(0%), integramos a equagao de

movimento através da funcao d—Dirac,

t'+€ 2 d t'+€
— —+1 t—tdt = St —t)dt =1
[ g ee-oa= [ a1,

—€ t'—e

de modo que

[aG(tat_ t')

t'+e t'+€
Gt — t’)} +/ Gt —t)dt = 1.
t'—e t'—e

O limite inferior do primeiro termo desaparece pois G(t —t') = 0 quando t < ¢'. A

integral desaparece no limite em que ¢ — 0 pois G(t — t) é uma fungdo continua e
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portanto G(07) = G(0~) = 0. Assim obtemos

aG(0™)

=1.
ot

Portanto, a fungao de Green do OHF é uma solu¢ao homogénea de um OHF com os

valores iniciais G(0) = 0 e G'(0) = 1, ou seja

Gt — 1) = %e%tt/w sen[p(t — )], (2.6)

para t >t com p = /1 —~2%/4.

2.2 O Oscilador Parametricamente Forcado

O OPF com dissipagao é descrito pela equacao de movimento dada por
(t) +vyi(t) +x(t) = F,cos(2wt)z(t), (2.7)

sendo 7 o coeficiente de dissipacao, Fj, a amplitude de bombeamento e 2w a frequéncia
do bombeamento paramétrico.

O OPF é um sistema dindmico linear no sentido de que suas solugdes formam um
espaco vetorial linear. Essas solugoes, no entanto, dependem de maneira nao-linear em
F, e em w. Na Eq. (2.7) vemos que z(t) = 0 é sempre uma solugao (chamada de solucao
quiescente ou trivial). Somente quando a amplitude de bombeamento ultrapassa um valor
minimo é que essa solugao trivial se torna instével e, assim, obtemos solugoes seculares
(divergentes). Esse valor minimo da amplitude de bombeamento é conhecido como o
limiar (ou fronteira) de instabilidade. Essa fronteira de instabilidade tem medida zero no
espago (w, F,) e codimensao 2 [18], ou seja, precisamos variar dois parametros (w e F,)
para chegarmos a ela.

Comparando os tipos de solugoes do OPF com as do OHF, vemos que no OHF nao
h& a solugao quiescente e que a solu¢ao divergente (secular) s6 ocorre quando nao ha
dissipacao e quando w = 1, nao existindo limiar de instabilidade. O OPF, por outro
lado, apresenta solugao periddica somente na fronteira de instabilidade, cuja amplitude
depende apenas dos valores iniciais do sistema dinamico descrito pela Eq. (2.7).

Existem varias propriedades dinamicas do OPF que sao marcadamente diferentes do
OHF. Enquanto o OHF apresenta a ressonancia apenas quando modificamos um parame-
tro, ou seja, em w ~ 1, o OPF necessita que dois parametros sejam modificados, F}, e w,
para que a ressonancia paramétrica seja atingida. Para os valores w ~ 2,1,2/3,1/2,... o
limiar de instabilidade é mais baixo, chegando a zero no caso em que v = 0. O ganho no

OHF é no maximo igual ao fator de qualidade @), enquanto no OPF nao podemos falar
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em ganho. Somente no caso do AP bombeado abaixo do limiar de instabilidade teremos
que a resposta do AP é linear em relacao ao sinal externo aditivo.

Com o objetivo de estudarmos o sistema dado pela Eq. (2.7) utilizamos como mé-
todo de integragdo numérica com o algoritmo Runge-Kutta-4 [22|, métodos analiticos da
teoria da média [17, 18|, do balan¢o harmoénico 23] e fungdo de Green [21|. A seguir,
mostraremos como obter a linha de transicao para instabilidade paramétrica no OPF
pelos métodos do balango harménico e da média, técnicas essas que utilizaremos posteri-
ormente para encontrar solugoes dos osciladores nao-lineares parametricamente forcados

e para estudarmos a amplificagao paramétrica.

2.3 Linha de Transicao para instabilidade - Método do

Balanco Harmonico

De acordo com a teoria de séries de Fourier as solucoes periddicas do sistema dindmico

dado pela Eq. (2.7) podem ser expressas como a soma de harmonicos da seguinte forma

o0

x(t) = Z cpe™ . (2.8)

n=—oo

Aqui supomos que z(t) = x(t +7T) com T = 27 /w. O método do balango harménico
supoe que solugoes periddicas de sistemas dindmicos tais como o da Eq. (2.7) podem ser
aproximadas por uma série de Fourier truncada, com um ntmero finito de termos. Essa

inwt 7 onde

hipdtese baseia-se no fato de que a base de fungoes linearmente independentes e

n =0, £1, £2,..., é completa e forma um espacgo vetorial linear. Assim, da equagao

diferencial (2.7), obtemos um sistema de equagoes algébricas para os coeficientes c¢,.
Supomos que a solucao periddica pode ser escrita em primeira aproximagcao da seguinte

forma

z(t) = ce™ 4 che ™. (2.9)

Ao substituirmos esse Ansatz na Eq. (2.7), desprezando os termos contendo 3w, 5w, ... e

utilizando o fato das funcoes e“! e e=™! serem linearmente independentes, encontramos

o seguinte sistema algébrico

Q+1yw —% e\ _ 0 (2.10)
—% Q—iyw c 0/ '
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Obtemos que esse sistema possuira solugoes nao triviais somente se

_5
2

Q—i1yw

Q4+ iyw
FP
T2

= 0. (2.11)

Assim determinamos em primeira aproximacao a primeira linha de transicao para res-
sonancia paramétrica, isto é, a fronteira entre a regiao estavel e a instavel, que é dada

por

(yw)? = (?p)Q — 02 (2.12)

2.4 Linha de Transicao para instabilidade - Método da
Teoria da Média

Outro método perturbativo que iremos utilizar em muitos momentos ao longo desta dis-
sertacao é o método da média. Enquanto o método do balango harmonico é utilizado
somente para obter solugdes periddicas, o método da média [17,18,20] pode ser utilizado
também para obter transientes aproximadamente. De maneira resumida, o método da
média transforma um sistema dindmico nao-auténomo com aproximadamente duas esca-
las de tempo (uma réapida e outra lenta) em um sistema dindmico auténomo que varia
lentamente no tempo. Nesta transformagao, o tempo ¢ é eliminado explicitamente do
sistema dinamico, o que reduz sua dimensionalidade, tornando-o mais simples.

Para obter as solugdes da Eq. (2.7) de uma forma aproximada pelo método da média,

reescrevemos a Eq. (2.7) da seguinte forma
i) + w?z(t) = —Qua(t) — yi(t) + F, cos(2wt)z(t), (2.13)

em que 2 =1—w? =~ O(¢) . Essa forma ¢ agora adequada para aplicarmos o método da

média. A seguir, reescrevemos a Eq. (2.7) na forma de um sistema de equagdes diferenciais,

T =y,

= —wz(t) + f(z,y,t), (2.14)

onde f(x,y,t) = —Qux(t) — vy + F, cos(2wt)x(t). Ao introduzirmos a seguinte transfor-

( x(t) ) _ ( cos(wt) — sen(wt) > ( Ul(t) ) ’ (2.15)
y(t) —wsen(wt) —w cos(wt) V(t)

na Eq. (2.14), encontramos

magao

10
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( cos(wt) — sen(wt) ) ( U ) _ ( 0 >’ (2.16)
—wsen(wt) —w cos(wt) Vv f(z,y,t)

que pode ser colocada na forma lentamente variante no tempo

(U) _ < cos(wt) —= sen(wt) )( 0 )
1 —sen(wt) —<cos(wt) f(z,y,t)

_ < —%sen(wt)f(x,y,t) > . (2.17)
y,1)

—=cos(wt) f(z, v,
Desse modo, aplicando o método da média em primeira ordem obtemos
( () ) _ 1 ( (sen(wt)f (z,y.1)) ) | (218
(V) w\ A{cos(wt) f(z,y,1))
em que (-) significa uma média temporal no periodo 7' = 27 /w. Assim obtemos o sistema

de equagoes diferenciais ordinariass (EDOs)

10 E 1

1 [(F, I
)=——|(—=— - 2.2
0 5 _(2 )u—irfywv_, (2.20)

onde U(t) e V(t) foram substituidas por suas respectivas médias u(t) e v(t). Resolvendo

as Eqs. (2.19) e (2.20) obtemos solugoes do tipo

7 B — ]
u(t) = e 2" |ug cosh(kt) + (_77) vo sinh(kt) | , (2.21)
K

B
v(t) = e 3" | vy cosh(kt) + (ﬂ) ug sinh(kt)| , (2.22)
K

sendo kK = /B? —n?, onde B = ~p/aw e n = Q2w . Para t = 0 temos ug e vy, de modo
que a partir da Eq. (2.23) obtemos

u \ [ —w 0 o
()0 ) () =

que ao substituirmos nas Eqs. (2.21) e (2.22), encontramos que

( u(t) > _ 3 ( BCOSh.(Ht) -1 (%) sinh(kt) > ( T > ‘ (2.24)
v(t) (Z1) sinh(kt) —= cosh(xt) Yo

11
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Dessa expressao podemos facilmente mostrar que a linha de transicao para a primeira

zona de instabilidade paramétrica é dada por

()2 = (%)2 _ o2 (2.25)

Esse resultado é idéntico ao obtido na secao anterior pelo método do balangco harmo-
nico. No6s o rederivamos pelo método da média como uma forma didatica de mostrar
como se aplica esse método. Em geral, para esses dois métodos dao os mesmos resultados
para solugoes periddicas. Na Fig. 2.1 apresentamos a linha de transicao para a primeira
instabilidade paramétrica analitica em primeira ordem de aproximagao pelo método do
balango harmonico (ou média) com o resultado numeérico. Nessa figura o coeficiente de
dissipacao v é zero. Vemos que o analitico aproximado se aproxima mais do resultado
exato numérico quando a dessintonia é menor. A medida que a dessintonia e a am-
plitude de bombeamento F), aumentam, a aproximagcao fica pior. Isso é esperado, pois
nesse caso € aumenta e, portanto, precisamos de mais termos para a série perturbativa
convergir.

Na Fig. 2.2 novamente comparamos a linha de transi¢ao entre as zonas estavel e
instavel do OPF obtida pelo método do balan¢o harménico em primeira aproximagao e
pela integragao numérica, mostrando que existe uma boa concordancia entre as curvas
na regiao da primeira ressonancia paramétrica em torno de w = 1. Aqui o limiar de
instabilidade é maior do que no caso sem dissipagao como se esperava. Neste caso a esta-
bilidade da regiao estavel significa que a solugao quiescente apresenta tanto estabilidade
de Lyapunov quanto estabilidade assintotica [16], enquanto no caso com v = 0 somente
hé estabilidade de Lyapunov na regiao estavel, ou seja, qualquer perturbacao da solugao
quiescente nao converge para solugao quiescente, mas mantém-se sempre proxima a ela se

o valor inicial for préximo.

12
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=0
— Balanco Harménico (1* ordem)
--  Numérico

0.9

0.8

0.7
0.6 insi:ével
0.5
0.4f ; .
estavel

0.3 ‘

0.2f

0.1f

0.95 1.00 1.05 1.10 1.15

w
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Figura 2.1: Comparagcao entre a previsao pelo método do balango harmonico do resultado
obtido na Eq. (2.12) e a integragdo numérica da Eq. (2.7) da linha de transigao entre
a zona estavel e instavel do OPF proximo a regiao de ressonancia paramétrica quando
fizemos v = 0.0.

0.9

0.8}
0.7

0.6

0.2+

— Balanc¢o Harmoénico (1 ordem)

0.1+ , .
--- Numeérico

Ofs0 085 090 005 1.00 105 L10 1.15 1.20

w

Figura 2.2: Comparacao entre a previsao pelo método do balango harmonico do resultado
obtido na Eq. (2.12) e a integra¢do numérica da Eq. (2.7) da linha de transi¢ao entre a
zona estavel e instavel do OPF proximo a regiao de ressonancia paramétrica.
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2.5 Funcao de Green

Na matematica, uma func¢ao de Green é um tipo de fungao usada como sendo um nticleo
de um operador linear integral na resolu¢ao de EDO nao homogéneas com condigoes de
contorno especificas. A equagao para a fungao de Green do OPF é dada por [24]
0? 0 , ,
@-l—l%—va—chos(th) G(t,t") =o(t —1"). (2.26)
Como estamos interessados nas zonas estaveis do oscilador paramétrico, para t < t/,
G(t,t') = 0 e ao integrarmos a equagao acima perto de ¢ = t/, obtemos as condigoes
iniciais quando t = ¢ + 0%, G(t,t') =0 e (0/0t)G(t,t) = 1,0 [21].
Resolvendo o sistema de equagoes diferenciais acopladas dado pelas Eqgs. (2.19) e (2.20),
onde para t = t’ temos u(t') = —%‘”t,) ev(t') = —%‘”tl) e obtemos a matriz fundamental

dada por

pAU—t) _ = (t—t)/2 ( : cosh(r(t —t')) (?) sinh(k(t — 1)) ) . (2.27)

B4 sinh(k(t — t)) cosh(k(t —t))

A funcao de Green aproximada é dada por

Gt,t") ~ e 1t=1)/2 [cos(wt) ( — i cosh(k(t —t')) sen(wt’) — Bﬁ;ﬁ sinh(k(t —t')) cos(wt')>

+ sen(wt) (B ] sinh(k(t —t')) sen(wt’) + ! cosh(k(t —t')) cos(wt), >] (2.28)

RW w

que satisfaz a Eq. (2.26) para t > t' e G(t,t') = 0 para t < t'. Na zona de estabili-
dade do OPF, quando |B]| < |n]|, reescrevemos a fun¢ao de Green e usando identidades

trigonométricas encontramos

G(t,t) =~ éev(tt’)ﬂ{ cos[|k|(t — t') sen[w(t — )] + % sen[|k|(t — t')] cosw(t — )]

- %sen[w(zﬁ — )] cosle(t + t’)]}. (2.29)

Ao realizarmos a troca de variavel ' =t — 7, a equacao acima se torna

Gt,t—71) =~ 5637{ cos(|k|T) sen(wT) + RA sen(|r|7)] cos(wT)

%]

_ B sen(|x|T)[cos(2wt) cos(wt) + sen(2wt) sen(wt)]}. (2.30)

I

14
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Quando Fj, = 0 e w = wy, nés obtemos

1 ¥ /
G(t,t) ~ w—e’f(t’t ) senwg(t — t')]. (2.31)
0

Nos quadros apresentados na Fig. 2.3 sao mostradas algumas fung¢oes de Green com
tempos iniciais. As fungoes foram espacadas verticalmente de maneira homogénea em um

periodo m/w e sao assintoticamente nulas quando ¢t — oo.

15
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Fungéo de Green (y=0.1, F,=0.15)

Analitica - Numérica -
a)0=0.9

0 20 40 60 80 100

Figura 2.3: Fixamos os parametros [, v e wy de modo que comparamos o resultado
fornecido pela integragdo numérica da Eq. (2.7) com os resultados analiticos dado pela
Eq. (2.27). As condigoes iniciais da fungao de Green quando t = ¢ + 0" sao dadas por

G(t,t') =0 e (9/01)G(t,t) = 1,0.

2.6 Conclusao

A revisao sobre ressonancia paramétrica apresentada neste capitulo foi basicamente

para tornar essa dissertacao mais completa e para que os resultados apresentados aqui

16
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sirvam de referéncia nos préximos capitulos.

A ressonéncia paramétrica é um fenémeno amplamente investigado em varios tipos
de sistemas dinamicos. Sua caracteristica bésica é a transicao para regiao de instabili-
dade, o que nao ocorre nos OHFs. Nesse capitulo, encontramos a linha de transicao para
instabilidade paramétrica do OPF pelos métodos da média e do balan¢co harmoénico, e
numericamente também. Quando a frequéncia de bombeamento é em torno do dobro
da frequéncia natural do OPF, a amplitude de bombeamento necessaria para atingirmos
a instabilidade paramétrica é menor do que quando nao héa essa sintonia. Obtivemos
também neste capitulo uma aproximacgao perturbativa para a funcao de Green do OPF
e mostramos comparacoes entre os resultados obtidos analiticamente e numericamente.
Tal funcao de Green é especialmente relevante quando o OPF ¢é também for¢ado por uma
externa qualquer, que pode ser desde um ruido, um sinal ac que se quer amplificar, uma

onda com modulagao de fase, etc.
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Capitulo

Amplificacao Paramétrica

Neste capitulo, estudamos o oscilador parametricamente for¢cado (OPF) excitado por
um pequeno sinal harmonico externo. Nesta situacao, o OPF é chamado de amplificador
paramétrico (AP). Quando a amplitude da resposta ao sinal externo harmoénico (ou ac) é
maior que a amplitude desse sinal ac dizemos que hé ganho e que ha, portanto, amplifi-
cacao. Essa amplificacao pode ser medida em relagao a amplitude do sinal externo ou em
relacao & amplitude da resposta de um amplificador de referéncia padrao. No presente
estudo, o amplificador de referéncia escolhido é o OHF, que é simplesmente o AP sem
bombeamento.

Veremos a seguir que o ganho da resposta ao sinal externo no AP é dependente da fase
entre o sinal externo e o bombeamento. Dizemos entao que o AP é um amplificador sensi-
vel a fase. Sendo esta uma caracteristica bastante interessante dos APs, tal caracteristica
inexiste no OHF. Além da dependéncia de fase, a AP depende também da amplitude de
bombeamento, da frequéncia de bombeamento e da frequéncia do sinal externo.

O AP pode ser bombeado em sintonia ou fora de sintonia com a frequéncia de bom-
beamento do oscilador interno sobre o qual o AP é baseado. Quando a frequéncia do
sinal externo é igual & metade da frequéncia do bombeamento, diz-se que o AP é degene-
rado. Quando o AP nao é degenerado, aparecem dois picos na transformada de Fourier
da resposta do AP. Um pico é chamado de sinal, pois tem a mesma frequéncia do sinal
externo, e o outro pico é chamado de idler, que surge da interacao entre o bombeamento
e a resposta ao sinal externo. No AP, o pico do idler esta situado simetricamente oposto
ao pico do sinal externo em relacao a metade da frequéncia de bombeamento.

Na sec¢ao 3.1 calculamos analiticamente o ganho para a AP degenerada pelo método da
média, os resultados sao apresentados conjuntamente com os respectivos valores obtidos
de integragao numérica. Na se¢ao 3.2 investigamos a AP nao degenerada de pequenos
sinais periddicos pelos métodos da média e do balango harmoénico. Obtemos séries tem-

porais e suas respectivas transformadas de Fourier numericamente. Plotamos as séries
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temporais com suas envelopes obtidas analiticamente. As transformadas de Fourier nu-
méricas foram plotadas conjuntamente com os valores de pico previstos analiticamente.

Excelentes concordancias foram obtidas entre os dois métodos.

3.1 Amplificacao Paramétrica degenerada - Método da
Média

Nesta segao iremos considerar uma forga Fy cos(wt+ ¢g) que serd inserida na Eq. (2.7)

do OPF, sendo a nova equacgao dada por
Z(t) + vya(t) + [1 — F, cos(2wt)]z(t) = Fycos(wt + o), (3.1)

onde w; é a frequéncia do sinal e ¢, é a fase do sinal a ser amplificado.

Para utilizarmos o método da média, reescrevemos a Eq. (3.1) com notacao ade-
quada & 4+ w?r = —Qx — y& + F,cos(2wt)z + Fscos(wst + ¢p). Em seguida, rees-
crevemos esta equagao na forma = = y, y = —w’r + fi(z,y,t), onde fi(z,y,t) =
—Qx — v& + F, cos(2wt)x + Fs cos(wst + ¢p).

Agora podemos escrever a equagao acima variando lentamente com o tempo, onde
aplicamos o método da média dado pela Eq. (2.18) e filtramos os termos que oscilam em

2w e 4w de modo que obtemos

i 1 w Q4+ F, [ sen
= L 2 T ), (3.2)
0 2w\ -Q+ 2w v 2w\ —cosyy

sendo U(t) e V(t) foram substituidas pelas médias u(t) e v(t). Desse modo, fazendo

=10 =0, o ponto fixo da Eq. (3.2) sera dado por

N N
o) TGP G 08w “eosen )

<u) , (mwmww+m+%m%ww>‘ (33)

TP+ (Yw)? = (F,/2)* \ (2 — %) sen(pg) — yw cos(yp)

Podemos agora calcular o ganho da AP do sinal, sendo este dado pelo logaritmo da
razao entre a amplitude da forca externa ac com excitagao paramétrica com a resposta

da amplitude quando ndo temos excitagao paramétrica. Obtemos o ganho [25] por meio

19



CAPITULO 3. AMPLIFICACAO PARAMETRICA

de trés métodos: o da média, o do balango harmoénico e o numérico, que é dado por
X
G(QD()) =20 10g10 X—, (34)
Fp=0

sendo X = vu? +v%2. Rugar e Griitter [13] estudaram a AP de maneira experimental
e pelo método perturbativo. Os resultados tedricos concordaram bem com seus dados
experimentais, e em nossa pesquisa aumentamos a amplificacao aplicavel para pequenos
sinais, utilizando o método da média, permitindo a dessintonia. De maneira explicita, o

ganho é dado por

[(vw)? 4+ Q2{(yw)? + Q2 + Fp2/4 + F,[Qcos(2p0) + yw sen(2¢0)] } }(3‘5)

G(po) = 101ogy, { [(yw)? + Q2 — F2 /4]

onde o termo do denominador corresponde a linha de transicao para a instabilidade pa-
ramétrica do OPF [13]. O ganho é sensivel a fase e a dessintonia da frequéncia, podendo
divergir na linha de transicao da primeira zona de instabilidade paramétrica.

E possivel ver na Fig. 3.1 que o ganho da AP tem sensibilidade na fase. Na maioria
das fases o ganho é positivo, quando a resposta do AP é maior que a resposta do OHF,
que ocorre quando o coeficiente de dissipagao efetivo é menor que o coeficiente de dissi-
pacao v do oscilador harmoénico. Em algumas fases o ganho é negativo, ocorrendo um
amortecimento maior do que no caso do OHF. Ha ainda os pontos em que o ganho é nulo,
representando a resposta do oscilador paramétrico igual & do OHF'.

Na Fig. 3.2, mostramos estimativas analiticas e resultados numéricos do ganho em
funcao da amplitude de bombeamento F},, para diferentes fases e dessintonias. Em todos
os casos w = w,. Como vimos antes, a dependéncia mais expressiva do ganho em relagao
a fase ocorre quando nao hé dessintonia entre o w e wy = 1.

A grande dependéncia do ganho do AP na fase nos mostra que esse amplificador pode
ser utilizado para a transmissao de informagao quando a dessintonia for nula ou quase nula.
Com essa dependéncia na fase, percebe-se que o AP pode ser utilizado para decodificar
sinais com modulacao de fase como mostra a Fig. 3.3. Neste exemplo vemos que sinais
com modulacao de fase sao transformados em sinais com modulagao de amplitude. Nesse
método de transmissao de dados a fase da portadora é modulada de acordo com os dados
a serem transmitidos. Neste caso incluimos um exemplo com a modulacao mais rapida
possivel, o que corresponde a uma sequéncia de dados binérios do tipo ...10101010... Esse
método apresenta algumas limitagoes, a primeira é que quanto maior for o ganho, maior
serd o tempo de comutacgao entre um estado e outro, havendo assim limitacao na taxa de
transmissao de dados. Esse maior tempo de comutacao esta relacionado com o inverso da
parte real do menor expoente de Floquet que é dado por v — 2k, que pode ser obtido da
fungao de Green aproximada dada na Eq. (2.30). Outra limitagao é na largura de banda

em frequéncia da AP, ja que com dessintonia ha uma diminui¢ao no ganho e uma menor
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dependéncia na fase.

~=0.1, Fp=0.19, Fs=0.02

60
— w=w,=0.9
> > Ari =0.
SOk o numérico w=0.9 ||
— w=w, =1.0
40k S — ..|® ® numéricow=1.0|
: : -=- w=w,=11
0L e .|® ¢ numéricow=1.1|

ganho (dB)

=20

o

INEY N
By

3

Figura 3.1: Estimativas analiticas e numéricas do ganho do amplificador paramétrico
em relagao a resposta do oscilador harmoénico em fungao da fase. O ganho numérico foi
obtido via integra¢ao numérica da Eq. (3.1) utilizando os valores estacionérios de U(¢)
e V(t) quando t = 2n7/w na transformacdo definida na Eq. (2.15), tais valores foram
substituidos na Eq. (3.4). O ganho analitico foi obtido pela Eq. (3.5).
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Figura 3.2: Estimativas numéricas e analiticas do ganho do amplificador paramétrico para
a) w=20.9,b)w=1.0ec)w=1.1em funcdo do bombeamento F, utilizando diferentes
valores de g e com o coeficiente de dissipagao v = 0.1. Os valores analiticos e numéricos

de ganho foram obtidos da mesma forma que na Fig. 3.1.
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Amplificacao paramétrica com modulacao de fase
7=0.1, w=1, w, =1, F, =0.02

7r T T

. (a) Fase do sinal externo :

; .
==L )
3. 2

g I P IR U SR PPN S DU S .

0 1 L série temporal z(t)/F,

300 B F =019 : : envelope tequa da média

Figura 3.3: AP com modulagao de fase do sinal externo do sistema descrito pela Eq. (3.1).
No quadro a), apresentamos a fase em fungao do tempo, que é uma onda quadrada que
alterna entre duas fases: /4 e 37/4. No quadro b), mostramos o ganho linear em fungao
do tempo da resposta do AP em relagao ao sinal de entrada. Os parametros da Eq.(3.1)
utilizados s@o os mesmos da Fig. 3.1. Observamos que os ganhos méaximo (46dB) e
minimo (14dB) da resposta do amplificador estdao de acordo com as previsoes da Fig. 3.1,
as quais adicionamos os 20dB da amplificagado do OHF. No quadro c), mostramos o ganho
alternando entre os dois estados. O ganho, no entanto é menor, pois utilizamos £, = 0.18.
Por outro lado, observamos que a taxa de transmissao de dados pode ser maior, devido
ao fato da parte real do expoente de Floquet minimo ser maior.
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3.2 Amplificacao Paramétrica nao-degenerada- Método
da Média

Nesta se¢@o iremos estudar a AP de uma forga Fy cos(wst + o), que seré inserida na

Eq. (2.7), sendo a nova equagao dada por
E(t) + ya(t) + [1 — F, cos(2wt)]z(t) = Fy cos(wst + ¢o), (3.6)

onde g ¢ a fase do sinal a ser amplificado.

Para utilizarmos o método da média, reescrevemos a Eq. (3.6) com notacao adequada,
onde p(t) = 6t +@p e § = w, —w . Com esta substituicao obtemos ¥ +w?r = —Qw —v& +
F, cos(2wt)x + F; cos(wt 4+ ¢(t)). Em seguida, reescrevemos esta equagao na forma & = v,
y=—w?zx + fi(z,y,t), onde fi(z,y,t) = —Qx — i + F, cos(2wt)z + F; cos(wt + p(t)).

Agora transformamos a equag@o acima para uma forma que varia lentamente com o
tempo, depois aplicamos o método da média como realizado na Eq. (2.18) e filtramos os

termos que oscilam em 2w e 4w de modo que obtemos

, 1 F,

= [ywu + (Q + 7)7) — F sengp(t)} :

- —Q+Fp + ywv + F, (t) (3.7)
0= s 5 Jutwo+ Fsenp(t)|. :

Na Fig. 3.4 mostramos a série temporal da AP para o OPF obtida numericamente a
partir da Eq. (3.6) e a envelope correspondente obtida analiticamente do sistema auténomo
aproximado dado pela Eq. (3.7). Vemos que as envelopes analiticas se ajustam muito
bem as séries numéricas, indicando que a combinagao dos métodos da teoria da média e
do balanc¢o harmonico descrevem bem a dindmica do AP para frequéncias em torno da
primeira frequéncia de ressonancia paramétrica.

Na Fig. 3.5 plotamos as transformadas de Fourier correspondentes as séries temporais
da Fig. 3.4. Em ambos os casos, tomamos cuidado em tomarmos intervalos de tempo lon-
gos em que condi¢oes de contorno periddicas fossem obedecidas, para evitar deslocamento
e deformacao dos picos. Observamos que as larguras finitas dos picos das transformadas
de Fourier sao consequéncia do tempo finito das séries temporais utilizadas. Quanto mais
longas elas forem, mais estreitos serao esses picos. Esse fenémeno é o anédlogo cléssico
do principio de incerteza de Heisenberg. Os resultados da teoria da média foram obtidos
da série temporal z(t) = u(t) cos(wt)u(t) — sen(wt)v(t), em que u(t) e v(t) obedecem ao
sistema de EDO da Eq. (3.7). Novamente, observamos que existe excelente concordancia
entre os resultados numéricos e os analiticos.

Utilizando o método do balango harmonico, assumimos que a solugao estacionéria do
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sistema da Eq. (3.7) seja dada por

u(t) = (e + a*e ") /2,
v(t) = (0™ + %) /2, (3.8)

obtendo entao o seguinte sistema algébrico

F )
20wt = — {vwﬂ + (Q + 710) U+ iFSeWO} ,
. Y - = %0
2wt = —4q | -0+ -5 U + ywt + Fee? 5. (3.9)

Podemos reescrever esse sistema algébrico na seguinte forma

A B F.eto [ 4
TRt

cujos coeficientes sao dados por

=g

[S3

A = id+7/2,

B = (Q+F,/2), (3.11)
C = (<Q+F2).

D = i§+~/2

Assim, obtemos que a solugao para o sistema da Eq. (3.9) é dada por

_ Few D -B\ (i "
=B\ —¢ a4 J\1) (3.12)

A resposta do oscilador da Eq. (3.6) pode ser escrita aproximadamente como

~g1

3!

x(t) = us cos|[(w + 0)t] — vgsen|(w + 9)t] + w; cos[(w — 0)t] — v;senf(w — )],  (3.13)

onde us = Relu] — Im[0], vs = Im[u] + Re[0], w; = Re[a] + Im[?] e v; = —Im[a] + Re[0].
Os termos com frequéncia em w + 0 sao conhecidos como sinal e os termos em w — ¢ sao
conhecidos como #dler. Assim, podemos conceber fungoes de ganho correspondentes. O
ganho em decibéis do sinal do AP em relagao & amplitude do sinal externo é definido

como D%
G, = 201log, F (3.14)

s

onde X, = /u? 4 02 é a amplitude do sinal para F, # 0. O ganho em decibéis do idler
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em relacao & amplitude do sinal externo é definido como

Xi

onde X; = \/W .

Na Fig. 3.6 plotamos os ganhos analiticos e numéricos do sinal dados pela Eq. (3.14)
e do idler dados pela Eq. (3.15) e comparamos com o ganho do OHF para diferentes
frequéncias e amplitudes de bombeamento. Quanto maior for o ganho da AP em relagao
ao ganho do oscilador OHF melhor sera o amplificador. No quadro (a) vemos que ha uma
banda larga de ganho no sinal com dois picos e um deslocamento para o vermelho. No
quadro (b) vemos que o ganho do sinal pode ser bem maior que o do OHF e bem mais
estreito que este, como indicado pela regiao com ganho positivo. No quadro (¢) vemos
novamente uma banda larga de ganho no sinal com dois picos, mas com um deslocamento
para o azul. Nos quadros (a) e (c¢), embora tenhamos amplitudes de bombeamento bem
maiores que no quadro (b), os ganhos obtidos foram bem menores, o que evidencia que a

AP é maxima no caso degenerado e em sintonia.

26



CAPITULO 3. AMPLIFICACAO PARAMETRICA

Envelope da resposta do OPF
'y 0.1, w, =1.05, F =0.02 F, 019

0.30}(a) w -=0-9 ------------ e --------------- g --------------- ---------------

, , , ! , —— Numérico ]
0.30}(b) w=1.......... S P ....|==Teoria da Médial

Figura 3.4: Séries temporais do AP obtidas da integra¢ao numérica da Eq. (3.6), enquanto

as envelopes sao dadas por /u(t)? + v(t)?, que obtemos da solugao estacionaria, Eq. (3.8),
do sistema aproximado auténomo dado pela Eq. (3.7) nas frequéncias w = 0.9, w = 1 e
w=1.1.
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Transformada de Fourier da resposta do OPF
0.20 v=0.1, F, =0.19, w, =1.05, F, =0.02

0.161 (@) w=0.9. s e
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Figura 3.5: Transformadas de Fourier das séries temporais da Fig. 3.4 comparadas com
os resultado analiticos obtidos a partir da Eq. (3.7).
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Ganho da Amplificacao do OPF
v =0. 01538 F, —0 00019
750 ( ) = 0 9,. F __”0._3 ________ ' ______________ o S L < idler numérico

sinal numérico
oscilador harmonico
idler analitico

sinal analitico

ganho(dB)

ganho(dB)

-15 ' oFT | | | | |

751 (c )wu.ll F..ﬁ.0.4 ........ AR SR S A S S

ganho(dB)

Figura 3.6: Comparacao das respostas analiticas e numéricas do OPF (sinal e idler)
dependendo da frequéncia do sinal externo w, dadas pelas Eqgs. (3.14) e (3.15) com a
resposta do oscilador harmonico.
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3.3 Conclusao

Investigamos a AP de sinais e verificamos que ela pode apresentar ganhos extrema-
mente altos com largura de banda estreita e é sensivel a fase. Vimos que as técnicas
perturbativas da teoria da média e do balan¢co harmonico utilizadas foram muito boas
para prever o comportamento do AP em diversas situagoes. Assim podemos utilizar essas
ferramentas para nos guiar na selegao dos parametros para um comportamento desejavel.

Do ponto de vista da anélise temporal, vimos que a um sinal monocromaético (ac) de
entrada, aditivamente acoplado, o AP gera normalmente um sinal de amplitude modulada
(AM) na saida. A tnica excegao ¢ o caso em que hé sintonia entre a frequéncia do sinal
ac e metade da frequéncia de bombeamento. Nesse caso nao ha modulagao, no entanto, a
amplitude do sinal de saida depende sensivelmente na fase entre o bombeamento e o sinal
ac de entrada. A variacao do ganho com a fase aumenta a medida em que se aumenta
a amplitude de bombeamento até se chegar ao limiar da primeira zona de instabilidade.
Nesse ponto o ganho se torna geralmente infinito. Por outro lado, vimos que quanto
maior for a dessintonia entre a frequéncia do sinal de entrada e metade da frequéncia do
bombeamento, maior é a frequéncia de modulagao, menor é a amplitude da modulacao,
e em geral menor também serd a amplitude da sinal de saida do AP.

Do ponto de vista da analise espectral, vimos que a resposta do AP ao sinal ac de
entrada apresenta dois picos na sua transformada de Fourier. Um na mesma frequéncia
do sinal de entrada que é chamado simplesmente de sinal e o outro pico, chamado de
tdler, situado diametralmente oposto ao pico do sinal, tendo a metade da frequéncia
de bombeamento como centro de simetria. A presenca desses dois picos é que leva ao
fenémeno da AM. Vimos também que as amplitudes de ambos os picos depende da fase
entre o sinal de entrada e o bombeamento interno.

Essas propriedades do AP, podem ser aproveitadas para a transmissao de informagao
através de sinais com modulagao de fase. Os sinais recebidos sao codificados pela modu-
lacao em amplitude. Tal método é limitado em taxa de transicao de dados & medida em
que se aproxima da regiao instavel. O 6timo é determinado a partir do ganho méximo
que se quer obter. Outra limitacao desse método ocorre quando o sinal externo nao esta
em sintonia com o bombeamento, nesse caso a fase vai ficar variando continuamente entre
o sinal externo e o bombeamento, o que prejudicaré a transmissao de dados. No entanto,

correcoes perioddicas na fase podem ser geradas para diminuir esse efeito de dessintonia.
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Capitulo

Ressonancia Paramétrica em Osciladores

Nao-Lineares

Neste capitulo introduzimos termos nao-lineares na equacao de movimento do OPF. O
objetivo é investigar o comportamento do oscilador na regiao de instabilidade, pois com
a introducgao dos termos nao-lineares na equagao de movimento eliminam-se as solugoes
divergentes e surgem solugoes periodicas (ciclos limites atratores).

A nao-linearidade mais simples de se introduzir, e que mantém o sistema com solugoes
finitas, é a que decorre da adi¢cao de um termo ciibico com coeficiente positivo, o que
torna a mola mais rigida com o aumento da deflexao e déa origem a terceiros harmonicos
nas solugoes periodicas.

Na se¢ao 4.1 investigamos quais tipos de solugoes e bifurcagoes (entre a regiao quies-
cente e a oscilatoria) podem existir quando temos apenas uma nao-linearidade cibica na
forca restauradora, enquanto a excitacao paramétrica é linear. Na secao 4.2 investigamos
as solugoes existentes ao adicionarmos dois termos de nao-linearidade ciibica, um na forga
restauradora e outro na excitagao paramétrica. Tais osciladores nao-lineares sao chama-
dos na literatura de osciladores de Duffing parametricamente excitados. Na secao 4.3

apresentamos nossa conclusao deste capitulo.

4.1 Oscilador de Duffing Parametricamente Forcado 1

Nesta segao estudamos o Oscilador de Duffing Parametricamente For¢ado (ODPF),

cuja equagao de movimento é dada por
i) +wz(t) = —Qu(t) —yi(t) — az®(t) + F, cos(2wt)xz(t). (4.1)

Reescrevemos a Eq. (4.1) na forma de um sistema de equagdes diferenciais ordinérias
=1y, y=A sendo A = —w?x(t) + folz,y,t) e folz,y,t) = —Qx(t) — vy — ax(t) +

F, cos(2wt)z(t). Em seguida, de acordo com a técnica apresentada no capitulo 2, reescre-
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vemos a equagao acima em forma lentamente variante com o tempo e aplicamos o método

da média, obtendo

1 F
(T —%{’ywu—i— {Q+??Ta(u2+vz)+?p} v},
. 1 3o, 5 o F
Vo= Qw{{ Q 1 (u® +v%) + 5 | Ut we e, (4.2)

sendo u(t) e v(t) as variaveis que variam lentamente com o tempo. Os pontos fixos dessas
equagoes diferenciais acopladas (4.2) sdo encontrados aos resolvermos o seguinte sistema

de equagoes algébricas

3 F
7wu+<Q+—ar2+—p>v:0,

4 2
E
(Q + ??TQTQ — gp) u—ywv = 0, (4.3)

onde u = rcosf e v = rsenf. Podemos reescrever o sistema dado na Eq. (4.3) na forma

Yw Q—l—%‘”?ﬁ—k% u ) _ 0 . (4.4)
Q+%"‘T2—% —Yw ) 0

Como desejamos encontrar uma solugao nao trivial desse sistema, temos que

2 F2
(Q + %TOW) - I”] =0, (4.5)

matricial

(—7*w?) —

de modo que obtemos os pontos fixos

2yw
20" = ——. 4.
sen 3 (4.6)

Portanto, podemos determinar senf* e cos 8*, onde

14 1—(”—“)2

senf* = £ 5 : (4.7)
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5 1/2
2yw
1 1 (%7)

2

cos0* = 4+

(4.8)

Uma vez que conhecemos os valores de r*, senf* e cos 0*, temos
1/2
4 F? 1/2 4202 1/2
F=dl— [0+ (L —w?y 1F(1-
! {6a < TR T F? |
1/2
4 4 2 2\ 1/2
ok 1+ (1- L2 .
(1o F?

F2 1/2
N VE= (—p — wQ’yQ)
4
Essas equacoes nos informam quais tipos de solu¢oes podemos obter. Solugoes em que

r* > 0 representam ciclos limites no ODPF 1, descrito pela Eq. (4.1), que sdo mostrados
nas Figs. 4.1-4.3. O ciclo limite surge apenas nos sistemas nao-lineares e corresponde ao
estado estacionario do sistema quando a condicao inicial for diferente da trivial. Nessas fi-
guras plotamos séries temporais de x(t) e correspondentes transformadas de Fourier, tanto
os valores obtidos numericamente quanto analiticamente pela teoria da média. Analisa-
mos a resposta da amplitude do ODPF 1 antes, durante e depois do primeiro harménico.
Observamos que a diferenca de amplitude entre as trés respostas ocorre nas proximidades
do primeiro harmonico, sendo a ordem de magnitude e o valor obtido no pico equivalente
para cada w que utilizamos.

Utilizando o sistema de Eqs. (4.2), os pontos fixos ocorrem quando @« = 0 e 0 = 0

simultaneamente. A matriz Jacobiana nos pontos (u,v) é dada por

o Of1
_ _ ou ov
J=Df = ofs o ,
(

Ju ov 11,17)

P Yw + 2y Q-+ T2 g ey 4 p?) 4 322
2w\ —Q+ % — Ba(y? 4 0?) — 322 Yw — 2y '

(4.9)

Sendo |Df — M| = 0, o detDf = 0, temos a bifurcagdo de ponto de sela (ou fold
bifurcation).

Quando ha dois tipos de solucgoes estaveis temos a regiao de biestabilidade. Na Fig. 4.4
representamos as regioes de estabilidade, instabilidade e biestabilidade no espacgo de para-
metros (w, F,). Ocorrem bifurcacoes locais de codimensao 1 no ODPF 1 quando se muda
a estabilidade de pontos fixos ao se variar um dos parametros do sistema (no nosso caso

F, ou w) [26]. Nessa Fig. 4.4 ocorrem as bifurcagoes na linha de transi¢do entre o regime

33



CAPITULO 4. RESSONANCIA PARAMETRICA EM OSCILADORES
NAO-LINEARES

estavel e o instavel (Hopf supercritica no sistema descrito pela Eq. (4.1) e forquilha no
sistema descrito pelo sistema de Eqgs. (4.2)). Na linha de transigao da regiao estavel para
a biestavel, descrita pela equagao (F, = 2qw), temos uma bifurcacdo sela-n6 no sistema
descrito pelas Egs. (4.2). Na linha de transi¢ao da regido biestavel para a instavel, temos
uma bifurcacao forquilha subcritica (descrita pela equacao (F, = 24/(yw)? + 22)).

No caso de existir somente a solugao trivial (r* = 0), temos a regido de estabilidade.
Uma vez que u* e v* sdo solugoes do sistema dado pela Eq. (4.3), —u* e —v* também
serao solucoes. Na Fig. 4.5 plotamos o diagrama de bifurcagao do ODPF 1 associado ao
sistema aproximado auténomo dado pela Eq. (4.2) em fungdo do bombeamento F,.

Na Fig. 4.6 plotamos a amplitude da resposta do ODPF 1 em funcao do bombeamento
F,

p
sultados numeéricos obtidos da transformada de Fourier do pico nas frequéncias especificas

para podermos caracterizar os tipos de bifurcagoes que ocorrem. Comparamos os re-

com os valores de amplitude da solugao analitica aproximada da pela Eq. (4.6). As linhas

tracejadas mostram os pontos fixos instaveis e as linhas cheias os pontos fixos estaveis.

ciclo limite do oscilador de Duffing
a=0.1, y=0.1, F,, =0.4, w=0.9375

— Série temporal
Aproximacao da Teoria Média

t
1.0 ) T T T
0.8k o @ —— Transformada de Fourier
e Aproximacao da Teoria Média r*
—~ 0.6F-} A,
2 i i i i
B 0.4f e e e
0.2 i) e, SRR TR R T.
. . a . .
0.05 1 2 3 4 5

Figura 4.1: Comparacao entre a resposta numérica e a analitica (aproximagao da teoria
da média) da evolucdo temporal de z(t) do ODPF 1 com a transformada de Fourier
correspondente, que é dada pelo valor de pico na frequéncia w = 0.9375 e a aproximacao
da teoria da média dada por r* da Eq. (4.6). Observa-se uma equivaléncia entre o valor
obtido no pico e o da amplitude.
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ciclo limite do oscilador de Duffing
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F,=04, w=1
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Figura 4.2: Comparacao entre a resposta numérica e a analitica (aproximagao da teoria

da média) da evolucao temporal de z(t) do

ODPF 1 com a transformada de Fourier

correspondente, que é dada pelo valor de pico na frequéncia w = 1 e a aproximagao da
teoria da média dada por 7* da Eq. (4.6). Observa-se uma equivaléncia entre o valor

obtido no pico e o da amplitude.
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ciclo limite do oscilador de Duffing
a=0.1, y=0.1, F, =0.4, w=1.0625

, : — Série temporal
NIV - - Aproximagao da Teoria Média

2.5 T T T !
ok SO —— Transformada de Fourier
e Aproximacgdo da Teoria Média r*
SN 1 | | |
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. . . - .
0-05 1 2 3 4 5

Figura 4.3: Comparacao entre a resposta numérica e a analitica (aproximagao da teoria
da média) da evolugao temporal de z(t) do ODPF 1 com a transformada de Fourier
correspondente, que é dada pelo valor de pico na frequéncia w = 1.0625 e a aproximagao
da teoria da média dada por r* da Eq. (4.6). Observa-se uma equivaléncia entre o valor
obtido no pico e o da amplitude.
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Linhas de bifurcacao, v=0.1
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Figura 4.4: Diagrama das linhas de bifurcagdo do ODPF 1 obtido a partir da Eq. (4.6).
Sao mostradas as linhas de transicao entre os regimes estavel-instavel, estavel-biestavel
e biestavel-instavel, associando para cada tipo de transicao as bifurcagoes existentes. As
regices (a), (b) e (c¢) sdo mostradas na Fig. 4.5.
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Diagrama de bifurcacao do ODPF
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Figura 4.5: Diagrama de bifurcacao do ODPF 1 associado ao sistema auténomo dado
pela Eq. (4.2). No quadro (a) plotamos para w = 0.9375, mostrando que F, entre 0.10
e 0.31 s6 um ponto é observado, o que corresponde ao ponto fixo estavel. Quando F, =
0.31 ocorre uma bifurcagao e a linha divide-se em duas, identificando assim a bifurcacao
forquilha supercritica. No quadro (b) plotamos para w = 1 mostrando que F, entre 0.10
e 0.20 corresponde ao ponto fixo estavel. Em F, = 0.20 ocorre a bifurcacao de forquilha
supercritica. No quadro (c) plotamos para w = 1.0625, observando que F), entre 0.10 e
0.22 corresponde ao ponto fixo estavel e em F), = 0.22 temos a bifurcagao sela-n6 com um
par de pontos fixos, sendo um estavel e um instavel. Observamos outro ponto fixo estavel
em [}, entre 0.10 e = 0.33. Quando F, = 0.33 temos a bifurcacao de Hopf subcritica.
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Amplitude da resposta do oscilador de Duffing
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Figura 4.6: Amplitude da resposta do ODPF 1 em funcao da amplitude de bombeamento
F,. Comparamos o resultado numérico dado pelo valor de pico da transformada de Fourier
nas frequéncias w = 0.9375, w = 1 e w = 1.0625 com o resultado analitico da Eq. (4.6).
No quadro (a) ocorre uma bifurcagdo de Hopf supercritica em Fp = 0.32 no sistema
nao-autéonomo original da Eq. (4.1), enquanto no sistema aproximado auténomo dado
pela Eq. (4.2) ocorre uma bifurcagao forquilha supercritica, em F, = 0.31. No quadro
(b) também ocorre uma bifurca¢ao de Hopf supercritica (sistema nao-auténomo) e uma
bifurcacao forquilha em F, = 0.2 (sistema aproximado). No quadro (c) ocorre em F), =
0.33 uma bifurcagao de forquilha subcritica no sistema aproximado e de Hopf subcritica
no sistema nao-auténomo. Também ocorre uma bifurcacao sela-n6, aproximadamente
em F, = 0.22, gerando um par de pontos fixos (um estavel e outro instével) no sistema
aproximado e um par de ciclos limites no sistema nao-auténomo.
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4.2 Oscilador de Duffing Parametricamente Forcado 2

Nesta se¢ao, resolvemos o (ODPF 2), modelo este que se assemelha ao que foi proposto

na Ref. [27], de modo que a equacao de movimento é dada por
i(t) = —vi(t) — (z(t) + az®(t)) + F,cos(2wt) [x(t) + az(t)] . (4.10)

Reescrevemos a Eq. (4.10) na forma de um sistema de equagoes diferenciais, &(t) =
U, § = Ay, sendo Ay = —w?z(t) + f3(x,y,t) e fi(z,y,t) = —yy — Qu(t) — ax?(t) +
F, cos(2uwt) [z(t) + az?(t)] para aplicarmos o método da teoria da média. Em seguida, de
acordo com a técnica apresentada no capitulo 2, reescrevemos a equagao acima em forma
lentamente variante com o tempo e aplicamos o método da média, obtendo as equacoes

do movimento para as variaveis lentas u(t) e v(t)

1 F, F, 3
@ = __2w{7wu+ [m?”?pa“”f(“””?)]”}’
1 F, F, 3
0= —@{{‘m?”?p““z—za(“z”z)}“”“”}' )

Os pontos fixos dessas equagoes diferenciais acopladas (4.11) sdo encontrados aos resol-

vermos o seguinte sistema de equagoes algébricas

F, F, 3
ywu + {Q+Ep+7pav2+zar2]v:0,

F, F 3

o S VR B B B ywv = 0, (4.12)
2 2 4

sendo r? = u? + v?2. Podemos reescrever o sistema dado pela Eq. (4.12) dividindo por u e

fazendo z = 7, para obtermos

F, 3 F
yw+ ([ Q4+ 224 2024 TR ) 2 =0, (4.13)
2 4 2
E, F 3
e

Dividindo a Eq. (4.13) por z e em seguida somando com a Eq. (4.14), obtemos

2 1
r? = “oF, {vw (; + z> + Fp} : (4.15)

Das equagoes (4.13)-(4.14) encontramos

Wy Qg dar
=z 2 o (4.16)

B Fp 3ar?
Ywz — Q1+ F — =
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Observamos que, com ajuda da Eq. (4.15), a Eq. (4.16) se torna um polindémio de ordem
4 para z. Com a solucao de z entao obtemos r, e, consequentemente, os pontos fixos u* e
v*.

Nas Figs. 4.7-4.9 plotamos as séries temporais de z(t) obtidas numericamente através
da integragao numérica da Eq. (4.10) e as comparamos com os resultados analiticos ob-
tidos da teoria da média a partir das Eqs. (4.11). Apresentamos também as respectivas
transformadas de Fourier, tanto numéricas quanto as analiticas. De modo equivalente ao
ODPF 1, analisamos a resposta da amplitude do ODPF 2 para frequéncias de bombea-
mento em torno da primeira ressonéncia, quando w = 1. A medida que a frequéncia de
bombeamento aumenta vemos que a amplitude da resposta x(t) aumenta, indicando um
deslocamento para o azul da ressonancia paramétrica.

Na Fig. 4.10 plotamos a amplitude da resposta do ODPF 2 em funcao da amplitude
de bombeamento F,. Os resultados numéricos foram obtidos do pico da transformada de
Fourier (no fundamental), enquanto os valores de amplitude da solugao analitica aproxi-

mada foram obtidos de pontos fixos da Eq. (4.11).

ciclo limite do ODPF 2
a=0.1, y=0.1, F, =0.4, w=0.9375

T T T T

— Série temporal
- - Aproximacao da Teoria Média

1.50 T T T T
1,250 A —— Transformada de Fourier
10O g e Aproximacao da Teoria Média r*

D075 I O T ——
0.50f | s e e
0.25F e oo e TS T
0.00 ' ' '

Figura 4.7: Comparagao entre a resposta numérica e a analitica (aproximagcao da teoria
da média) da evolucdo temporal de z(t) do ODPF 2 com a transformada de Fourier
correspondente, que é dada pelo valor de pico na frequéncia w = 0.9375.0bserva-se uma
equivaléncia entre o valor obtido no pico e o da amplitude.
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ciclo limite do ODPF 2
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Figura 4.8: Comparagao entre a resposta numérica e a analitica (aproximagcao da teoria
da média) da evolucdo temporal de z(t) do ODPF 2 com a transformada de Fourier
correspondente, que é dada pelo valor de pico na frequéncia w = 1.0.Observa-se uma
equivaléncia entre o valor obtido no pico e o da amplitude.
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ciclo limite do ODPF 2
a=0.1, y=0.1, F, =0.4, w=1.0625
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Figura 4.9: Comparacao entre a resposta numérica e a analitica (aproximagao da teoria
da média) da evolugao temporal de z(t) do ODPF 2 com a transformada de Fourier
correspondente, que é dada pelo valor de pico na frequéncia w = 1.0625.0Observa-se uma
equivaléncia entre o valor obtido no pico e o da amplitude.
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Amplitude da resposta do ODPF 2
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Figura 4.10: No quadro (a) ocorre uma bifurcagao de Hopf supercritica em Fp = 0.32 no
sistema nao-autoénomo original da Eq. (4.10), enquanto no sistema aproximado auténomo
dado pela Eq. (4.11) ocorre uma bifurcagao forquilha supercritica, em F, = 0.31. No
quadro (b) também ocorre uma bifurcagao de Hopf supercritica (sistema nao-autdénomo)
e uma bifurcaca@o forquilha em F), = 0.2 (sistema aproximado). No quadro (c) ocorre em
F, = 0.2 uma bifurcacao Hopf subcritica no sistema nao-auténomo e uma bifurcacao sela-
nod, aproximadamente em F, = 0.18, gerando um par de pontos fixos estavel no sistema
aproximado e um par de ciclos limites no sistema nao-auténomo.
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4.3 Conclusao

Estudamos nesse capitulo os efeitos da presenca de termos nao-lineares sobre o feno-
meno da ressonancia paramétrica no OPF. As principais modificagoes observadas ocorrem
na regiao de instabilidade, onde as solugoes divergentes foram eliminadas e no seu lugar
surgem solugoes periodicas (ciclos limites). Além disso, a natureza da bifurcacdo para
instabilidade também foi qualitativamente modificada.

No caso do ODPF 1 surgem também novas bifurcagoes quando se transita da regiao
estavel (quiescente) para instavel (oscilatoria). Além da bifurca¢do de Hopf supercritica
(quando w < 1) também observamos uma bifurcacdo de Hopf subcritica (quando w > 1),
o que da origem a uma regiao biestéavel.

No caso do ODPF 2 encontramos numericamente apenas bifurcacoes supercriticas na
transicao para instabilidade. Nesse oscilador nao pudemos concluir a analise detalhada
dessas bifurcagoes pela teoria da média de primeira ordem, embora isso seja possivel de
ser feito a partir do estudo das solugdes da Eq. (4.16). Também lembramos que fizemos
apenas um estudo introdutoério sobre as bifurcacoes que podem existir em tais sistemas.
Limitamo-nos a encontrar as bifurcagoes na transicao para a primeira ressonancia para-
métrica. Muitos outros tipos de bifurcagoes podem ocorrer na regiao de instabilidade,
inclusive rotas de bifurcagoes para o caos. No entanto, tal investigacao pode ser bastante
complexa de ser realizada analiticamente. A op¢ao numérica também demanda bastante
expertise e esta além do escopo da presente dissertacao.

Observamos, é importante mencionar, que os pontos de bifurcagao dos ODPF podem
ser bem importantes em aplica¢oes na fisica experimental ou engenharia. Quando esses
osciladores sao excitados parametricamente nas vizinhancas desses pontos de bifurcacao,
tais osciladores podem se tornar excelentes amplificadores, fen6meno primeiramente pre-
visto e observado em outros sistemas dinamicos nao-lineares por Wiesenfeld [28|. Essa

possibilidade para os osciladores aqui estudados seré investigada no préximo capitulo.
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Capitulo

Amplificacao Paramétrica em Osciladores

Nao-Lineares

Neste capitulo estudamos a AP de pequenos sinais harmonicos externos aplicados
aditivamente aos ODPF1 e ODPF2 descritos no capitulo 4. Investigamos o efeito da
AP de pequenos sinais harmonicos em sintonia e em dessintonia com o bombeamento
paramétrico para os osciladores nao-lineares descritos no capitulo 4 pelo método da média
e via integracao numeérica.

Na secao 5.1 investigamos o efeito da amplificagao para o ODPF'1 descrito na secao 4.2.
Na secao 5.2 investigamos o efeito da amplificacao de pequenos sinais periédicos para o
oscilador descrito na segao 4.2. Em ambos os casos obtemos séries temporais, envelopes e
correspondentes transformadas de Fourier para diversas frequéncias do sinal externo. Em
cada caso também obtemos diversas curvas de ganho para a AP em funcao da frequéncia

do sinal externo.

5.1 Amplificacao Paramétrica do Oscilador de Duffing

Parametricamente Forcado 1

A AP no ODPF 1 é descrita pela seguinte equagao de movimento
i)+ x(t) = —yi(t) — ax®(t) + F, cos(2wt)z(t) + Fy cos(wt + p(t)), (5.1)

onde p(t) = 0t + g € a fase do sinal externo, § = ws —w ¢é a dessintonia e wy é a frequéncia
do sinal externo. Um modelo semelhante ao esse de oscilador nao linear com bombeamento
paramétrico e estimulo externo foi utilizado na Ref. [29], no entanto a anéalise deles foi
restrita a AP degenerada e os ganhos obtidos foram bem inferiores aos alcancados nesta

dissertagao.
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Basearemo-nos na técnica do método da média e no método do balango harmdnico
para obtermos as solugoes, de modo que reescrevemos a Eq. (5.1) de maneira equivalente
ao que fizemos na secao 3.2 para o OPF. Apos a aplicacao o método da média, obtemos
o sistema de EDO

1 3 E F
uw o= ——QW{’}/LUU-F [Q—i—f(?ﬁ—lﬂﬂ)—kgp} U}—l—%sengo(t),
1 3 E F
v = _%{ {_Q_Ia(qﬂ_i_?ﬂ)_f_?lﬂ} u+7wv} —%Cosgp(t). (5.2)

Estamos interessados em analisar a resposta linear do sistema de Egs. (5.2) para
Fy # 0. Com esse objetivo tomamos u(t) = @ + w1 (t) e v(t) = v+ v1(t), sendo (@, ) um

ponto fixo do sistema de Eqs. (5.2) quando F; = 0, o que nos fornece

1 3auv F 3
i = —go{ ot 250 [F o e s o - Fasenstn ],
o 1 F, 3a, , 9 3auv
= g 30 T )]s o= 2t Feosi

(5.3)
No caso em que § = 0, obtemos a seguinte resposta estacionéria
up \  F, Yw — o8 L Q- a2 4 39?) sengpg
o X \ =2+ Q+ 3@ 4 3a2) Yw + 3288 —cospy )
(5.4)
sendo x = (Yw)? — (Bau/2)? 4 [(Q + 3a(u? 4 302) /4 — F,/2)(Q + 3a(v? + 3u?) /4 — F,/2)].

No caso em que ha dessintonia, § # 0, utilizamos o método do balan¢o harmonico,

assumindo que u;(t) = (,° + @ie ) /2 e vi(t) = (71" + v7e ") /2 no sistema de

Eqgs.(5.3). Assim obtemos
. ~ ~ . 9 9\ ~ Fy
200wty = —<ywiy + Q07 + 3« [2uvu1 + (a* + 30 )Ul] /4 + -0 + i Fe'0 5,

F )
20w, = —{ — Qg + ywdy — 3a [(0% + 30?4y + 2av0y] /4 + ?pal + Fse“"o}.
(5.5)

Podemos reescrever o sistema algébrico acima na seguinte forma matricial

A B\ [ oo [
Gel) e
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em que os coeficientes sao dados por

= yw + 2idw + 3auv/2,

= [Q+3a(u® +30%)/4+ F,/2], (5.7)
—[Q+ 3a(v? + 3u?) /4 — F, /2],

= YW + 2idw — 3auv/2,

iy F,eio D -B i
(5= (V) (1) 0

Assim, na aproximacao da teoria da média e do balanc¢o harmoénico de primeira ordem,

O Q % =
Il

podemos escrever a resposta do ODPF1 a excitacao externa, de forma aproximada, como

sendo

x(t) = @ cos(wt) —0 senwt+u, cos|[(w+9)t] —vs sen[(w+0)t]+u; cos[(w—0)t] —v; sen[(w—0)t],
(5.9)
onde us = Relty] — Im[t1], vs = Im[ty] + Re[ty], u; = Re[ty] + Im[vy] e v; = —Im[ty] +
Re[;]. Os termos de frequéncia w correspondem a resposta do bombeamento, que ocorre
somente na regiao de instabilidade do ODPF 1, os termos em w + ¢ sdo conhecidos como
a resposta do sinal e os termos em w — ¢ sao conhecidos como a resposta do idler. Assim,
podemos conceber trés fungoes de ganho correspondentes.
O ganho da AP da resposta do bombeamento em relagao a amplitude do sinal externo
em decibéis é dado por

X
G, = 20log ?” (5.10)

onde X, = vu? + 02 é a amplitude da resposta do bombeamento para o F; # 0.
O ganho da AP da resposta do sinal externo em relacao a amplitude do sinal externo
em decibéis ¢ dado por

X
822 l _87 .].1
G 0log o (5.11)

onde X = y/u? + v2 é a amplitude da resposta do sinal para o Fy # 0.

O ganho em decibéis do idler é definida como

X
G =20log . (5.12)

onde X; = \/u? + v2.
Muitos sistemas dinamicos nao-lineares, quando préximos a um ponto de bifurcacao,

podem ser utilizados como amplificadores [28]. Quanto mais proximos estiverem, no
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espago de parametros, desse ponto de bifurcagao maior serd o ganho do amplificador.
Almog et al. [25] estudaram experimentalmente a amplificagdo de um pequeno sinal ac
no oscilador de Duffing préximo ao ponto de inicio da regiao de biestabilidade, realizando
comparagoes com as previsoes teoricas, percebendo assim um alto ganho.

Apresentamos na Fig. 5.1, o ganho da AP degenerada, quando w = w,, no ODPF 1
em funcao da fase entre o sinal e o bombeamento paramétrico. Novamente, observamos
que o ganho apresenta grande sensibilidade na fase quando w = wyp, chegando a ter uma
variacao de uns 20dB entre os valores maximo e minimo. Quando ha dessintonia entre w
e wy = 1, a variagao no ganho se torna muito menor.

De modo semelhante ao que ocorre no OPF, verificamos que o ganho do ODPF 1
depende da fase entre o sinal externo e o bombeamento paramétrico. Observamos também
que nao s6 o ganho aumenta com o aumento da amplitude de bombeamento, mas também
a variagao do ganho com a fase aumenta quando se aumenta F,, sendo maxima no limiar
da instabilidade paramétrica. Devido a isso, o ODPF pode também ser utilizado na
deteccao de sinais ac com modulagao de fase como podemos ver na Fig. 5.2. Podendo
até ser usado em telecomunicagoes para a transmissao de dados. Nessa figura verificamos
que o método da média pode ser utilizado para capturar o efeito de modulagao de fase do
sinal externo. Praticamente, a mesma anélise e os mesmos resultados obtidos no capitulo
3, na Fig. 3.3, sao obtidos aqui.

Na Fig. 5.3, mostramos séries temporais da AP para o ODPF 1 obtidas numericamente
a partir da Eq. (5.1), enquanto as envelopes foram obtidas a partir do sistema auténomo
aproximado dado pela Eq. (5.2). Observamos a existéncia das simetrias de translagao e
de inversao temporal nas envelopes. Na Fig. 5.4, plotamos as transformadas de Fourier
correspondentes as séries temporais mostradas na Fig. 5.3. Podemos ver claramente os
picos do sinal, em v = w,, e do idler, em v = 2w — w,. O espectro numérico foi obtido
diretamente das transformadas de Fourier das séries temporais de solugoes da Eq. (5.1),
enquanto as aproximacoes analiticas das transformadas de Fourier foram obtidas das
correspondentes séries temporais da Eq. (5.18).

Na Fig. 5.5, apresentamos algumas transformadas de Fourier para a AP do ODPF
1 na regiao de instabilidade. Os resultados numéricos foram obtidos de séries temporais
estacionarias que obedecem a Eq. (5.1) e comparadas com os valores de pico das respectivas
aproximagoes analiticas obtidas da Eq. (5.18). Na regiao de instabilidade os termos @ e ©
nao sao mais nulos. Nesses exemplos, esses termos passam a ter amplitudes bem maiores
que as respostas do sinal e do idler. Podemos observar também que existe excelente
concordancia entre os resultados numeéricos e analiticos.

Nas figuras a seguir apresentamos os resultados dos ganhos do sinal e do idler do ODPF
1 obtidos a partir da integragao numérica da Eq. (5.1) comparados com os resultados
analiticos dados pelas Eqs. (5.11) e (5.12) para os diferentes parametros de w e F),.

Na Fig. 5.6, plotamos os ganhos do sinal e do idler em termos da frequéncia do sinal
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ws, com a amplitude de bombeamento F}, = 0.025 e w = 0.96875. Obtivemos que a curva
de ganho do sinal é praticamente igual a curva do ganho do OHF.

Na Fig. 5.7, plotamos os ganhos do sinal e do idler em termos da frequéncia do sinal
ws, com a amplitude de bombeamento F}, = 0.025 e w = 0.96875. Obtivemos que a curva
de ganho do sinal apresenta um pico proximo a 45dB, enquanto a curva de ganho do OHF
apresenta um pico de 36dB. A largura da curva de ganho do sinal é mais delgada que a
do OHF. Quanto maior for ¥}, maior ¢ o ganho maximo e mais delgada a curva de ganho
até o limiar da regiao de instabilidade. Por exemplo, na Fig. 5.8 estamos perto do limiar
de instabilidade e podemos conseguir ganhos de até aproximadamente 62dB. Na regiao
de instabilidade, o valor maximo do ganho satura e até diminui, como podemos ver na
Fig. 5.9.

Na Fig. 5.10, plotamos os ganhos do sinal e do idler em termos da frequéncia do sinal
ws, com a amplitude de bombeamento £, = 0.025 e w = 1.03125. Obtivemos novamente

que a curva de ganho do sinal é praticamente igual & curva do ganho do OHF.
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Figura 5.1: Estimativas analiticas e numéricas do ganho do amplificador paramétrico em
relacao a resposta do oscilador harmonico em fungao da fase. O ganho analitico foi obtido
a partir da Eq. (5.4), enquanto o ganho numérico foi obtido via integracao numérica
da Eq. (5.1), utilizando os valores estacionérios de U(t) e V(t) quando ¢ = 2n7/w na
transformagao definida na Eq. (2.15). Em seguida, tais valores foram substituidos na

Nicrsid

expressao 20log,y 7
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Amplificacao paramétrica com modulacao de fase do ODPF1
a=0.1, y= 0()15385 w=1, w, =1, F =0.00019

(a) Fase do Smal externo

i i ~ série temporal z(t)/F, i

[(b). .F .70.025 .................... T —_— envelope teoria da média
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Figura 5.2: Modulagao de fase da AP do ODPF 1 correspondente a integragao numérica
do sistema descrito pela Eq. (5.1), mostrando que mesmo com a nao-linearidade pode
ocorrer a transmissao de informagdo. No quadro (a) mostramos a fase do sinal externo
em fungao do tempo, ocorrendo alternancia entre as fases m/4 e 37 /4, cujos ganhos estao
de acordo com os resultados da Fig. 5.1. Nos quadros (b) e (¢) mostramos o ganho em
fungao do tempo da resposta do AP em relagao ao sinal F para diferentes valores de F},.
A modulagao de fase da AP do ODPF 1 em é a mesma em ambos os quadros. As séries
temporais foram obtidas da integra¢do numeérica da Eq.(5.1) e as envelopes via teoria da
média, mediante integragdo numeérica do sistema EDO dado pelas Egs. (5.2).
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Envelope da resposta do ODPF 1
a=0.1, y=0.1, w, =1.05, F, =0.02, F, =0.19

(1)

z(t)

i

i

|

I I I I
70 100 200 300 400 500 600 700 800

Figura 5.3: Séries temporais para AP do ODPF 1 obtidas da integragdo numérica da

Eq. (5.1). As envelopes sao dadas por y/u(t)? +v(t)? e sdo solugdes estacionarias do
sistema aproximado autéonomo da Eq. (5.2) nas frequéncias w = 0.9375, w = 1.0 e w =
1.0625, respectivamente.
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Figura 5.

Transformada de Fourier da resposta do ODPF 1

v=0.1, a=0.1, F, =0.19, w, =1.05, F, =0.02
| (2) w=0.9375 ... T R S [~ Numérico |

. |[—— _Teoria da Média

1.10 1.15

4: Amplificacao paramétrica no ODPF 1. Transformadas de Fourier das séries
temporais da Fig. 5.3. Os resultados numeéricos foram obtidos a partir da Eq.(5.1), en-
quanto os resultados analiticos foram obtidos da Eq. (5.18). Nos trés quadros vemos,
proeminentemente, os picos correspondentes ao sinal e ao idler. Note que os picos de sinal
e idler estao dispostos simetricamente em relacao & metade da frequéncia de bombeamento
w.
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Transformada de Fourier da resposta do ODPF 1
= 01 a= 01 F, —04 W, —105 F, —002

- (a )wo 9375 —— O SRR e -|—=— Numérico |

. .|—— Teoria da Médiall

Figura 5.5: Transformadas de Fourier para a AP do ODPF 1 na regiao de instabilidade
paramétrica. Os resultados numeéricos foram obtidos a partir de séries temporais estacio-
narias que obedecem a Eq.(5.1), enquanto os resultados analiticos foram obtidos a partir
de séries temporais aproximadas a partir da da Eq. (5.18).
v = w indica que estamos na regiao de instabilidade paramétrica.
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v=0.015385, F, =0.025, w=0.96875, a =0.1

F,=0.00019, ¢ =0
80 I I : - —

; ; : *  sinal numérico

' ' —— sinal analitico

: : , <« idler numérico
OOk S — idler analitico | |

ganho(dB)

Figura 5.6: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq. (5.11) e do idler dado pela Eq. (5.12)
do ODPF 1 em funcao da frequéncia angular do sinal externo ws. Obtemos 6tima con-
cordancia entre os resultados obtidos a partir da integra¢do numérica da Eq. (5.1) e dos
resultados analiticos das Eqs. (5.8) e (5.18). Obtemos um pico de ganho para o sinal de
~ 36(dB) em w; = 1.0, 0 que é basicamente o ganho maximo do oscilador harmoénico para

Q) = 65.
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v=0.015385, F, =0.025, w=1, a=0.1

F,=0.00019, ¢ =0
80 : . . . —
: : : *  sinal numérico
—— sinal analitico
: : : <« idler numérico
OOk SRR — idler analitico | |

ganho(dB)

Figura 5.7: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq.(5.11) e do idler dado pela Eq.(5.12)
do ODPF 1 em fungao da frequéncia angular do sinal externo w,. Obtemos 6tima con-
cordancia entre os resultados obtidos a partir da integracdo numeérica da Eq. (5.1) e os
resultados analiticos e dos resultados analiticos das Egs. (5.8) e (5.18).. Obtemos um
pico de ganho para o sinal de ~ 45(dB) em ws = 1.0, em torno de 9dB acima do ganho
méximo do oscilador harménico linear com ) = 65.
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7=0.015385, F, =0.03, w=1, a =0.1
F, =0.00019, ¢ =0

80 ' ' ' *  sinal numérico
: —— sinal analitico
: : : : : < idler numérico

60L e SRS AU [EUUUTR T = idler analitico | |

ganho(dB)
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Figura 5.8: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq.(5.11) e do idler dado pela Eq.(5.12)
do ODPF 1 em fungao da frequéncia angular do sinal externo w,. Obtemos 6tima con-
cordancia entre os resultados obtidos a partir da integragao numérica da Eq. (5.1) e os
resultados analiticos . Obtemos um pico de ganho para o sinal de ~ 62(dB) em wy = 1.0,
em torno de 26dB acima do ganho méximo do oscilador harménico linear com ) = 65.
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7=0.015385, F, =0.04, w=1, a=0.1

F,=0.00019, ¢ =0
80 T T T T T R 7 .

; ; ; : : *  sinal numérico

' ' ' —— sinal analitico

: : : : : <« idler numérico
60k e S SRS SRR SRR = idler analitico ||
40
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Figura 5.9: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq.(5.11) e do idler dado pela Eq.(5.12)
do ODPF 1 em fungao da frequéncia angular do sinal externo w,. Obtemos um pico de
ganho para o sinal caiu drasticamente em relacao ao ganho no limiar de instabilidade,
de um valor acima de 60dB para ~ 37(dB) em ws; = 1.0, que é um pouco acima do
ganho maximo do oscilador harmonico linear com ) = 65. Aqui o oscilador de Duffing
foi bombeado na regiao de instabilidade.
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v=0.015385, F, =0.025, w=1.03125, « =0.1

F,=0.00019, ¢ =0
80 ] : - —

; : *  sinal numérico

' —— sinal analitico

: : <« idler numérico
60F SRS SRR = idler analitico | |

ganho(dB)

Figura 5.10: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq. (5.11) e do idler dado pela
Eq. (5.12) do ODPF 1 em fungao da frequéncia angular do sinal externo ws. Obte-
mos 6tima concordancia entre os resultados obtidos a partir da integracao numeérica da
Eq. (5.1) e dos resultados analiticos das Eqs. (5.8) e (5.18). Obtemos um pico de ganho
para o sinal de =~ 36(dB) em w,; = 1.0, 0 que é basicamente o ganho méaximo do oscilador
harmonico para ) = 65.

5.2 Amplificacao Paramétrica do Oscilador de Duffing
Parametricamente Forcado 2

Adicionamos a Eq. (4.10) uma excitacao externa ac, transformando assim o oscilador
parametricamente bombeado em um amplificador paramétrico, que descrito pela seguinte

equacao de movimento.
i(t) = —vi(t) + (Fpcos(2wt) — 1) [(t) + aa®(t)] + Fycos(wst + ¢o).  (5.13)

Quando a amplitude de bombeamento, o coeficiente de dissipagao, o coeficiente nao-
linear e a amplitude do sinal externo forem pequenos (<< 1) podemos aplicar o método

da média para obtermos um sistema de EDO mais simples (autdénomo) que descreva
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aproximadamente a dindmica do amplificador paramétrico. Fazendo isso obtemos

1 E, K 3 Fy
i = _ﬂ{ku_f_ {Q—I— 710 + ?pavz + IQ(UQ +U2):| U} + %sen(p(t), (5.14&)

1 F, F 3 F
0= —%{ {—Q + 717 + Epomf - Ia(vf + 02)} u +fywv} ~ o cos p(t). (5.14b)

Estamos interessados em analisar a resposta linear do sistema dado pela Eq. (5.14a-b)
para Fy # 0 com u(t) = u + uy(t) e v(t) = v + v1(t), onde w e v sdo os pontos fixos da

Eq. (5.14a-b) com F; = 0, o que nos fornece

1 F F 3
— ~5 {w)ul + Quy + 7”1)1 + ?pon_wl + Ia [ZEﬁul + (EQ + 3272)1}1] — F, sengp(t)}
w
1 F F 3
0 = 55 {—Qm + 7;0“1 + faﬂul - Za [(172 + 3u%)uy + 211171)1} + ywuy + F§ cos gp(t)} )
w

(5.15)

No caso em que § = 0, obtemos

I N e Soiv C) seny (5.16)
vy X T Yw + @ —cospy |’ .

sendo © = —2 — Zrap — Q — 22(@% 4+ 302), T = —22 — Do+ Q + (% + 3a2) e
x = (Ww)? = Bauu/2)? + (Q + 3a(u? 4+ 30?)/4 — F,/2 + Foav/2)(Q + 3a(v? + 3u?) /4 —
F,/2 + Fyai/2).

No caso em que 0 # 0, utilizamos o método do balango harménico, assumimos u, (t) =
(@1 + ate ) /2 e vy (t) = (1€ + Dfe ") /2, no sistema de Egs. (5.15), obtendo

F, K, 3 .
2wl = —{vwﬂl + Q01+ 0 + S av + Za [2av0, + (4 4 30°)01] + iFsewO}
F, F, 3 ,
226&)171 = —{ — Q’ljl + 7:0111 - 71)@17/&1 — ZOZ [(172 + 3712)1]1 + 21_11_}171] + ’wa)l + FS(E“’DO}.

(5.17)

Assim, na aproximacao da teoria da média e do balanco harmoénico de primeira ordem,
podemos escrever a resposta do ODPF2 a excitagao externa, de forma aproximada, como

sendo

x(t) = @ cos(wt) —0 senwt+u cos[(w+9)t] —v, sen[(w+0)t]+u; cos[(w—0)t] —v; sen[(w—0)t],
(5.18)
onde us = Relty] — Im[tq], vs = Im[tuy] + Re[t1], u; = Re[ty] + Im[t1] e v; = —Im[ay] +

Re[;]. Os termos de frequéncia w correspondem a resposta do bombeamento, que ocorre
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somente na regiao de instabilidade do ODPF 2, os termos em w + 9 sao conhecidos como
a resposta do sinal e os termos em w — ¢ sao conhecidos como a resposta do idler. Assim,
podemos conceber trés fungoes de ganho correspondentes.

O ganho da AP da resposta nao-linear do bombeamento em relagao a amplitude do

sinal externo em decibéis é dado por

X
G, = 20log -2, (5.19)
F
onde X, = vu? + v? ¢ a amplitude da resposta do bombeamento para o Fy # 0. O termo
X, 86 &€ nao nulo quando F}, estiver acima do limiar de instabilidade.
O ganho da AP da resposta do sinal externo em relacao a amplitude do sinal externo

em decibéis ¢ dado por

X
S - 2 l _87 .2
G 0log F (5.20)

onde X = y/u? + v2 é a amplitude da resposta do sinal para o Fy # 0.

O ganho em decibéis do idler é definida como

X
G; = 20log . (5.21)

onde X, = \/W )

Na Fig. 5.11, mostramos ganho da AP degenerada, ou seja quando w = w,, no ODPF
2 em funcao da fase entre o sinal externo e o bombeamento. Novamente, observamos
que o ganho apresenta grande sensibilidade na fase quando w = wy, chegando a ter uma
variagao de uns 20dB entre os valores maximo e minimo.

Na Fig. 5.12, mostramos que este AP nao-linear pode ser utilizado para a recepgao
de sinais com modulagao de fase, que sao importantes em telecomunicagoes. Utilizando o
sistema de EDO obtido através do método da teoria da média a partir das Eqs. (5.14a)-
(5.14b) analisamos a modulagao de fase, como mostrado para diferentes F),.

Na Fig. 5.13, mostramos séries temporais da AP para o ODPF 2 obtidas numerica-
mente a partir da Eq. (5.13), com as envelopes obtidas do sistema auténomo aproximado
dado pelas Eqgs. (5.14a)-(5.14b).

Na Fig. 5.14, plotamos as transformadas de Fourier correspondentes as séries tempo-
rais mostradas na Fig. 5.13. Podemos ver claramente os picos do sinal, em v = wy, ¢ do
idler, em v = 2w — ws. O espectro numérico foi obtido diretamente das transformadas
de Fourier das séries temporais de solugdes da Eq. (5.13), enquanto as aproximagoes ana-
liticas das transformadas de Fourier foram obtidas das correspondentes séries temporais
da Eq. (5.14a-b) com a transformacao definida na Eq. (2.15). No quadro (c), vemos que
a aproximacao do balanco harmoénico deixa de valer. Nesse caso, temos a geracao de

harménicos em relagao ao sinal e ao idler com novos picos em wy £ 36, wy £ 54, ete.

62



CAPITULO 5. AMPLIFICACAO PARAMETRICA EM OSCILADORES
NAO-LINEARES

Nas Figs. 5.15-5.17, plotamos os ganhos do sinal e do idler em termos da frequéncia
do sinal wy, todas com v = 1/65 = 0.015385, @« = 0.1. As amplitudes do sinal e do idler
foram obtidas de transformadas de Fourier de séries temporais estacionarias. Os resultados
foram praticamente idénticos aos obtidos no ODPF 1 com os mesmos parametros.

Nas Figs. 5.18-5.20, plotamos os ganhos do sinal e do idler em termos da frequéncia
do sinal wy, todas com v = 0.1 e a = 0.5. Podemos ver que os picos das curvas de ganho
diminuem e se alargam com o aumento do coeficiente nao-linear o e da dissipagao v em
relagao aos resultados com a = 0.1, como esperado. O tnico resultado digno de nota
dessas 3 figuras é o fato de o ganho do sinal e o do idler ficarem praticamente iguais para

1.03 < ws < 1.15. No entanto, nao temos uma teoria ainda sobre por que isso ocorre.

60 a=0.1, y=0.015385, F, =0.025, F, =0.00019

50 g ——— e .

—_— w=w, =0.9375
>  nuMérico w=0.9375 | ............... e N SN AU

— ) =w, =1

40

® numéricow=1.0
== w=w,=1.0625
¢ numérico w=1.0625

ganho (dB)

10

| i
T T 3 T
0 4 2

Figura 5.11: Estimativas analiticas e numéricas do ganho do amplificador paramétrico em
relacao a resposta do oscilador harmonico em fungao da fase. O ganho analitico foi obtido
a partir da Eq. (5.16), enquanto o ganho numérico foi obtido via integracdo numérica
da Eq. (5.13), utilizando os valores estacionarios de U(t) e V(t) quando ¢ = 2n7w/w na
transformacao definida na Eq. (2.15). Em seguida, tais valores foram substituidos na

~ 2 2
expressao 20 log;, Y=
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Amplificacao paramétrica com modulacao de fase do ODPF2
a=0.1, y= 0015385 w=1, w, =1, F =0.00019

(a) Fase do Smal externo

3

t
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Figura 5.12: AP com a modulacao de fase do sinal externo do sistema descrito pela
Eq. (5.13). No quadro (a) mostramos a fase do sinal externo em fungao do tempo, ocor-
rendo alternancia entre as fases 7/4 e 37 /4, cujos ganhos estao de acordo com os resultados
da Fig. 5.11. Nos quadros (b) e (c¢) mostramos o ganho em func¢ao do tempo da resposta
do AP em relagao ao sinal F para diferentes valores de F,. A modulacao de fase da
AP do ODPF 2 em ambos quadros mostram a série temporal obtida mediante integracao
numérica da Eq.(5.13) e a envelope via teoria da média, obtida mediante integra¢ao nu-
mérica do sistema EDO dado pelas Eqs. (5.14a)-(5.14b), sendo tal método utilizado para
poder capturar o efeito de modulacao de fase do sinal externo.
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Envelope da resposta do ODPF 2
a=0.5, y= 01 w, =1.05, F, —002 F —019
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Figura 5.13: Série temporal para AP do ODPF 1 obtida numericamente a partir da
Eq. (5.13) e a envelope analitica dada por y/u(t)? + v(t)? que obtemos do sistema apro-
ximado auténomo dado pelas Eqs. (5.14a)-(5.14b) nas frequéncias w = 0.9375, w = 1.0
¢ w = 1.0625. Nos quadros a) e b) observamos as simetrias de tranlagao, reflexao e de
inversao temporal. No quadro c) apresenta uma quebra de simetria de inversao temporal.

65



CAPITULO 5. AMPLIFICACAO PARAMETRICA EM OSCILADORES
NAO-LINEARES

Transformada de Fourier da resposta do ODPF 2
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Figura 5.14: Transformada de Fourier para a AP do ODPF 2 obtida numericamente a
partir da Eq. (5.13) dada pelo valor dos picos nas frequéncias w = 0.9375, w = 1 e
w = 1.0625 comparada com o resultado analitico dado pelas Egs. (5.14a)-(5.14b).
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v=0.015385, F, =0.025, w =0.96875, a=0.1

F,=0.00019, ¢ =0
80 : . . . —
: : : *  sinal numérico
—— sinal analitico
: : . <« idler numérico
OOk SRR — idler analitico | |

ganho(dB)

Figura 5.15: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq. (5.20) com e do idler dado pela
Eq. (5.21) do ODPF 2 em fungao da frequéncia angular do sinal externo ws. Obte-
mos Otima concordancia entre os resultados obtidos a partir da integragao numérica da
Eq. (5.13) e dos resultados semi-analiticos da integracdo numérica das Egs. (5.14a-b).
Obtemos um pico de ganho para o sinal de ~ 36(dB) em ws = 1.0, 0 que é basicamente
o ganho maximo do oscilador harmonico para () = 65.

67



CAPITULO 5. AMPLIFICACAO PARAMETRICA EM OSCILADORES
NAO-LINEARES

v=0.015385, F, =0.025, w=1, a=0.1
F, =0.00019, ¢ =0
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' ' —— sinal analitico
5 ; ; < idler numérico
OOk S = idler analitico | |

ganho(dB)

Figura 5.16: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq. (5.20) com e do idler dado pela
Eq. (5.21) do ODPF 2 em funcdo da frequéncia angular do sinal externo ws. Obte-
mos Otima concordancia entre os resultados obtidos a partir da integracao numérica da
Eq. (5.13) e dos resultados semi-analiticos da integra¢ao numeérica das Egs. (5.14a-b).
Obtemos um pico de ganho para o sinal de ~ 45(dB) em w, = 1.0.
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v=0.015385, F, =0.025, w=1.03125, « =0.1

80 ! F, :0.00(!)19, p =0

*  sinal numérico
—— sinal analitico

: : < idler numérico
60 : : = idler analitico ||

ganho(dB)

Figura 5.17: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq. (5.20) com e do idler dado pela
Eq. (5.21) do ODPF 2 em fungao da frequéncia angular do sinal externo ws. Obte-
mos 6tima concordancia entre os resultados obtidos a partir da integracao numeérica da
Eq. (5.13) e dos resultados semi-analiticos da integra¢ao numeérica das Eqgs. (5.14a-b).
Obtemos um pico de ganho para o sinal de ~ 36(dB) em ws = 1.0, 0 que é basicamente
o ganho maximo do oscilador harmonico para ) = 65.
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v=0.1, F, =0.19, w=0.9375, a =0.5

40 . F, =002, =0 . —
5 : ' *  sinal numérico
—— sinal analitico
: : : < idler numérico
BO0F- e D o | == idler analitico [

ganho(dB)

~287 0.8 0.9 1.0 11

Figura 5.18: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq. (5.20) com e do idler dado pela
Eq. (5.21) do ODPF 2 em fungao da frequéncia angular do sinal externo ws. Obte-
mos Otima concordancia entre os resultados obtidos a partir da integragao numérica da
Eq. (5.13) e dos resultados semi-analiticos da integracdo numérica das Egs. (5.14a-b).
Obtemos um pico de ganho para o sinal de ~ 21(dB) em ws = 1.0, 0 que é basicamente
o ganho méaximo do oscilador harmonico para ¢ = 10.
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v=0.1, F, =0.19, w=1, a=0.5

40 T I FS _0.0|2’ (p_o . 7
; ; : *  sinal numérico
—— sinal analitico
: : : < idler numérico
30f- e R = idler analitico |

ganho(dB)

T — SR R— — -

-20

Figura 5.19: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq. (5.20) com e do idler dado pela
Eq. (5.21) do ODPF 2 em fungao da frequéncia angular do sinal externo ws. Obte-
mos Otima concordancia entre os resultados obtidos a partir da integragao numérica da
Eq. (5.13) e dos resultados semi-analiticos da integracdo numérica das Egs. (5.14a-b).
Obtemos um pico de ganho para o sinal de ~ 25(dB) em ws = 1.0, um pouco acima do
ganho maximo do oscilador harmonico para ) = 10.
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v=0.1, F, =0.19, w=1.0625, =0.5

40 T T IFS _0'()12’ 9O_()I N P

; ; ; : : *  sinal numérico

' ' ' —— sinal analitico

: : , , , <« idler numérico
30F e S = jdler analitico [

20
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ganho(dB)
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Figura 5.20: Resposta do ganho do sinal dado pela Eq. (5.20) com e do idler dado pela
Eq. (5.21) do ODPF 2 em fungao da frequéncia angular do sinal externo ws. Obte-
mos 6tima concordancia entre os resultados obtidos a partir da integracao numeérica da
Eq. (5.13) e dos resultados semi-analiticos da integra¢ao numeérica das Eqgs. (5.14a-b).
Obtemos um pico de ganho para o sinal de & 28(dB) em w; ~ 1.06, um pouco acima do
ganho maximo do oscilador harmoénico para () = 10 em ws = 1.

5.3 Conclusao

Estudamos nesse capitulo a AP nos osciladores nao-lineares parametricamente for-
cados ODPF 1 e ODPF 2. Em ambos sistemas, aplicamos a teoria da média seguida
do método do balan¢o harmoénico para obtermos expressoes analiticas para o ganho da
resposta do oscilador a um pequeno estimulo senoidal externo. Em ambos os casos, ob-
tivemos séries temporais e transformadas de Fourier numericamente. Em todos os casos,
obtivemos excelente concordancia entre os resultados tedricos aproximados e os corres-
pondentes resultados numéricos. Vimos que quando o bombeamento paramétrico esta
abaixo do limiar de instabilidade e ha sintonia entre o sinal externo ac e a frequéncia de
bombeamento paramétrico, ou seja, na AP degenerada quando w = w,, o ganho continua

bastante sensivel a fase. Quando esses osciladores nao-lineares sao estimulados na regiao
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de instabilidade, observamos que ha um limite superior para o ganho, diferentemente do
que ocorre com o AP linear acima do limiar da instabilidade. Mesmo possuindo essa
limitacao, os ODPFs 1 e 2 podem apresentar grandes amplificagoes.

Vimos também que esses amplificadores podem ser utilizados para a transmissao de in-
formagao, pois apresentam ganhos bastante sensiveis a fase entre o sinal e o bombeamento.
Mostramos que mesmo com a nao-linearidade dos osciladores pode ocorrer transmissao
de informacao via resposta do oscilador a um sinal externo no qual a informagcao é trans-
portada via modulacao de fase. A resposta do amplificador a um sinal com modulagao
de fase apresenta modulacao de amplitude. Verificamos que a envelope desse sinal com
modulacao de amplitude pode ser obtida pela teoria da média com excelente precisao.

Em seguida, observamos novamente que quando ha dessintonia entre o sinal externo
e o bombeamento, com a amplitude de bombeamento abaixo do limiar de instabilidade,
a resposta de qualquer um dos osciladores nao-lineares ao estimulo externo ac apresenta
basicamente duas componentes espectrais: o sinal e o idler. Obtivemos varias curvas de
ganho para o sinal e o idler, em todos os casos os resultados teéricos apresentaram 6tima
concordancia com os resultados numéricos. Podendo ser amplificadores de alto ganho
como mostrado na Ref. [30].

No caso do ODPF 2, observamos uma quebra de simetria de inversao temporal, o que
indica que houve uma bifurcacao de quebra de simetria. No entanto, o estudo detalhado
dessa bifurcagao esta além dos métodos analiticos utilizados aqui. De toda forma, vimos
que aparecem varios outros picos espectrais além do sinal e do idler e esses picos foram
previstos pela teoria da média, assim como também pudemos capturar a envelope da

resposta do ODPF2 ao sinal externo.
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Capitulo

Dimero Parametricamente Forcado

Neste capitulo, investigamos a dinamica de um dimero composto por dois osciladores
harmonicos acoplados elasticamente entre si, parametricamente forcados e amortecidos.
A motivagao deste estudo é compreender os efeitos de batimento em transientes do dimero
parametricamente excitado, bem como analisar a ressonincia paramétrica e a AP nesse
sistema. Especificamente, investigamos a possibilidade de desenvolvimento de um amplifi-
cador paramétrico facilmente sintonizavel e com altos ganhos em uma faixa de frequéncia
mais larga que a de um unico AP.

Na secao 6.1, utilizamos uma transformagcao canonica para desacoplar as equacoes de
movimento dos dois osciladores parametricamente forcados e obter seus modos normais
de vibracao. Investigamos a situagao em que ambos osciladores tém o mesmo coeficiente
de dissipagao e o mesmo bombeamento. Na se¢ao 6.2, analisamos esses modos normais
de vibragao utilizando o método da teoria da média para obter a linha de transicao
para a instabilidade paramétrica do dimero. Na segao 6.3, obtemos as envelopes para
séries temporais do dimero paramétrico utilizando o método da média. Na secao 6.4,

investigamos o fendmeno da amplificacdo paramétrica no dimero.

6.1 Dimero Parametricamente Forcado

Nesta se¢ao, estudamos um sistema de dois osciladores harmonicos acoplados e pa-
rametricamente forcados, onde as equagoes de movimento para as duas particulas que

constituem o dimero sao dadas por

i1 = —wizy — B(z1 — 39) — yi1 + F, cos(2wt) 1,

iy = —wize+ B(x1 — x9) — Yy + F, cos(2wt)zs, (6.1)

74



CAPITULO 6. DIMERO PARAMETRICAMENTE FORCADO

nas quais w; ¢ a frequéncia natural do oscilador com ¢ = 1,2, 3 é a constante de acopla-
mento entre os dois osciladores, v ¢ a taxa de dissipacao, I, ¢ a amplitude do bombeamento
paramétrico, 2w é a frequéncia do bombeamento.

Com a seguinte transformacao

—~t

zi(t) = e yit), (6.2)

podemos eliminar os termos dissipativos da Eq. (6.1) obtendo o sistema de equagoes

diferenciais acopladas a seguir

2

i = —(wi— % + B)y1 + By2 + F), cos(2wt)ys,
2
o = Py — (Wi — % + B)y2 + F, cos(2wt)ys,. (6.3)

Escrevendo o sistema (6.3) na forma matricial, obtemos

U1
P

em que fazemos w? = w? + ¢ e w3 = w2 — &. Realizamos essa substituigao na matriz A

n
Y2

~ A (6.4)

+ F), cos(2wt) [ wlt) ] :

Y2(t)

dada na Eq. (6.4), de modo que obtemos

A—e [
8 A+e

A= (6.5)

em que A = —w2+7°/a— 3. Os autovalores dessa matriz sao dados por Ay = A+4/e2 + 2.
Como essa matriz é simétrica e nao singular, ela é diagonalizével, seus autovalores sao

reais e seus autovetores sao ortogonais. Em seguida, realizamos a seguinte transformagao

y=5x y= " =T (6.6)
Yo 24
em que a matriz S é escolhida de modo que S7'AS = D seja a matriz diagonal
Ao 0
D = . (6.7)
0 A

Assim, a matriz S pode ser escrita como S = [v_v,], em que Avy = Aivi. Desse modo

obtemos

1 1
5= [ AETE [P ] ) (6.8)
B g
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cuja matriz inversa é dada por

3 et/ €2+52 1
S — B

-1

Apos realizarmos as transformagoes da Eq. (6.6), encontramos as equagoes dos modos

normais do dimero, que sao dadas por

i = A_z_+ F,cos(2wt)z_, (6.10)

Zp = Apzg + F,cos(2wt)z,.

6.2 Linha de Transicao de Instabilidade - Teoria da Mé-
dia

Talvez o teste mais elementar e relevante que podemos fazer da efetividade de nosso

método da média para analisar a dindmica do dimero parametricamente forgado (DPF)

é encontrar a sua linha de transicao para instabilidade. Realizamos isso ao aplicar o

método da média para obtermos solugdes aproximadas das Egs. (6.11). Com a notagao
QO = —Ap — w?, onde Q ~ O(¢) obtemos

P4 wlsy = —Quzy + F, cos(2wt)zy.. (6.11)

Com a seguinte transformacao, passamos para as coordenadas que variam lentamente com
0 tempo
z_ = U_ cos(wt) — V_sen(wt), (6.12)

zy = Uy cos(wt) — Vi sen(wt), (6.13)

e apos a aplicagao da técnica da média, obtemos

o [(5-0)u]. 610

onde UL(t) e Vi (t) foram substituidas por suas respectivas médias u(t) e v4(t). Resol-

vendo as Eqgs. (6.14) obtemos as solugoes
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ug(t) = uy(0) cosh(kyt) + (B ;i5i> v4(0) sinh(k4t),
vy (t) = v (0) cosh(kit) + (B:i5i> u4(0) sinh(k4t), (6.15)

sendo ky = \/B? — 63, onde B = ~Fofaw € §1 = /2.
Utilizando as transformacoes dadas nas Eqgs. (6.2) e (6.6), podemos escrever a solugao

aproximada do sistema das Eqgs. (6.1) da seguinte forma

x1(t) _ S11 Sie u_(t) —v_(t) cos(wt) . (6.16)
xo(t) So1 Sao uy(t) —vi(t) sen(wt)
Quando o crescimento dado nas Egs. (6.15) exatamente cancela o decaimento exponencial

na Eq.(6.16) obtemos a linha de transi¢ao para a primeira zona de instabilidade paramé-

trica [20], que ¢ determinada pelas seguintes duas equagoes

o= () o (6.17)

Na Fig. 6.1 mostramos diversas linhas de transi¢ao para instabilidade paramétrica
no dimero obtidas pela teoria da média em primeira ordem e pela integracao numérica
das Egs. (6.1), em que utilizamos o algoritmo RK4. Observamos que & medida que
aumentamos o parametro de acoplamento [ a regiao de instabilidade se bifurca. Cada
minimo ocorre em torno das frequéncias de ressonancia dos modos normais. Isso indica que
podemos utilizar esses baixos limiares para instabilidade paramétrica para desenvolvermos

amplificadores paramétricos sintonizaveis.
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v=0

T ST S
; ; = = Numerico
1.2N---iooo2o|—— Teoria da Médiaf]

0.0 i i ! i | i
0.70809101.1121314

w

Figura 6.1: Comparagao entre as previsoes do método numérico e pela técnica da média da
linha de transigao para instabilidade paramétrica dada dela equagao (6.17) que descreve
os osciladores harmonicos parametricamente acoplados para § = 0.01,0.05,0.25.
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6.3 Envelopes

Da mesma forma que fizemos antes para o OPF e o AP, podemos utilizar o método
da média para obter transientes do DPF. Esse conhecimento analitico dos transientes é
importante, por exemplo, para se obter a fun¢ao de Green do dimero. Com a fungoes de
Green pode-se entao calcular a resposta do DPF para praticamente qualquer excitacao
aditiva. E importante mencionar também que uma vez que tenhamos obtido transientes
analiticamente, podemos entao obter as correspondentes envelopes, que por sua vez sao
essenciais para aplicacoes do DPF' a sistemas de telecomunicagao.

Veremos a seguir como obter as envelopes de transientes do DPF. Das Eqgs. (6.2) e
(6.6) obtemos
t —t — t
nl) | _ g | =0 (6.18)
(t) 24(t)

24 (t) = ug(t) cos(wt) — v (t) sen(wt), (6.19)

onde

Utilizando a Eq.(6.19), reescrevemos a Eq.(6.18) na forma

—v_(t) ] [ cos(wt) ]
—vy (1) sen(wt) |’

)
)
_ [al(t) —@1Et)] [ cos(wt) ] (6.20)

sen(wt)

Portanto, as envelopes sao dadas por r1(t) = \/a2(t) + 05(t) e m2(t) = \/u3(t) + 03(t). Os

valores iniciais sao dados por

[ u(0) ] _ S_llmml

| u+(0) | 25(0) |

-0 | _ 1o [[ @@ ]y [ #(0)

e | T {[@(0) " x2<o>”' 020

Na Fig. 6.2 mostramos séries temporais para o dimero parametricamente for¢ado obtidas
numericamente a partir da Eq. (6.1) com os valores iniciais dados por z1(0) = 1.0, 21(0) =
29(0) = 2(0) = 0.0. A envelope analitica foi obtida através do método da média a partir
da Eq. (6.20).
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1.6L= l,w,=1,6=0.1,y=0.01, F,=0.1, w=1.05F. =0

Numérico
—— Envelope analitica

100 200 300 400 500 600 700 800
t

1 L= l,w,=1,6=0.1,y=0.01, F, =0.1, w=1.05F, =0
' : : : : Numérico
—— Envelope analitica

105100 200 300 400 500 600 700 800
t

Figura 6.2: Séries temporais para o dimero parametricamente forgado obtidas numerica-
mente a partir da Eq. (6.11) e a envelope analitica a partir da Eq. (6.20) para os dois

osciladores.

6.4 Amplificacao Paramétrica

Vamos investigar agora como calcular o ganho da amplificacao paramétrica no DPF.

Nosso intuito ao acoplar dois APs é o de desenvolver um amplificador de alto ganho mas

com uma largura de banda maior que a de um tnico AP e que ainda assim possa ser

sintonizavel. Caracteristicas essas que faltam aos APs simples.
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Com esse objetivo, adicionamos dois sinais externos ao DPF dado pela Eq. (6.1) para

obtermos o DAP, cujas equagoes de movimento sao

i = —wfxl — B(x1 — x2) — y&1 + F, cos(2wt)xy + Fs cos(wst + ¢1),
iy = —wirg + B(x1 — 13) — Yy + F, cos(2wt)zy + Fycos(wyt + 2),  (6.22)

em que F, é a amplitude do sinal externo, w, é a frequéncia desse sinal externo a ser
detectado e 1 e o s@os as fases do sinal externo como detectado em cada entrada do
DAP. A resposta estacionaria do DAP a excitacao harmonica externa de acordo com o

método do balango em primeira ordem pode ser escrita como

1(t) = ue™t + w0 4 e,
To(t) = vee™t el @ O L, (6.23)

onde 0 = ws —w, w; =w—0 e ws = w-+0J. Ao substituirmos as Egs. (6.23) nas Egs. (6.22),

encontramos o seguinte sistema de equagoes algébricas

(= 2 i B, — 1) = 2 4 BT
(Wi — Wi + iyw)us + Bu; — v;) = %Uz,
(0 = + i) + Bo. — ) = 207 4 2
(w3 — wi + iywi)vi + Bv; — w) = % - (6.24)
Simplificamos as equacoes acima com as seguintes relagoes
Ay = W — w? + iyw, + B, A = wi — w? +iyws + B, (6.25)
Es = wh — w? + iyw, + B, B = ws — w? + iyw; + B.
Com essas simplificagoes podemos reescrever as Egs. (6.24) como
— Pus = &u* + Z e (6.26)
— pu; = F us, (6.27)
Hovs — Bug = Qv* + ];s e, (6.28)
=0 — Pu; = ]; (O (6.29)
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Utilizando as Eqs. (6.26) e a (6.28) obtemos

_ * ip1
i | R R L b o
T
Utilizando as Eqs. (6.27) e a (6.29) encontramos
i\ﬁ _56] [Z :% Z] (6.31)
T

Substituindo a resposta do idler da Eq. (6.31) na Eq. (6.30), obtemos a seguinte

equagao para a resposta do sinal

|:AS_F_1)2(A'—1)*:| [us

1
4 Vs

2

" ] . (6.32)

ele2

Observamos que caso F, = 0, quando temos apenas o DPF, s6 teremos solugoes nao

triviais na linha de transicao para instabilidade, o que corresponde a
F2
det [As — ZP(A;I)*} =0.
Voltando ao caso em que F # 0, encontramos que a resposta ao sinal é dada por

[ Z _ 5 {As _ F_I’Q(A.l)*l h [ e ] . (6.33)

2 4 ¢ eim
Dessa solucao estacionéria, podemos definir o ganho da resposta do sinal em dB do pri-

meiro oscilador do DAP como ¥
Gy =20log F (6.34)

em que X, = |u,| é a amplitude da resposta do sinal quando F}, # 0, com u definido na
Eq. (6.23). Similarmente, definimos o ganho da resposta do idler do primeiro oscilador

como

X;

em que X; = |u;| é a amplitude da resposta do idler, com wu; definido na Eq. (6.23).
Na Fig. 6.3 mostramos o ganho do amplificador DAP degenerado em funcao da fase
do oscilador 1. Comparamos com os resultados para 3 valores de fase do oscilador 2. Em

comum com o AP simples, temos uma grande variacao do ganho em func¢ao da fases dos

82



CAPITULO 6. DIMERO PARAMETRICAMENTE FORCADO

sinais externos. No entanto, temos uma quebra de simetria do ganho com a fase, o periodo
do ganho agora é 2w e nao mais m como no caso do AP simples. Devido a uma maior
variabilidade na dependéncia do ganho com as fases, o DAP pode ter mais aplica¢oes que
o AP na deteccao e demodulagao de sinais.

Nas Figs. 6.4-6.5, mostramos séries temporais da AP para o dimero parametricamente
forgado obtidas numericamente a partir da Eq. (6.22). Apresentamos também as corres-
pondentes transformadas de Fourier. Os ganhos obtidos estao de acordo com os resultados
da Fig. 6.3.

Na Fig. 6.6, apresentamos resultados dos ganhos do sinal e do idler do DAP em fungao
de wy para diferentes parametros de acoplamento 3. Esses ganhos foram obtidos dos picos
das transformadas de Fourier de z;(t) a partir da integracdo numérica da Eq. (6.22) nas
frequéncias angulares w, e w;, sinal e idler, respectivamente. Esses valores de pico foram
substituidos nas Eqs. (6.34) e (6.35). Vemos que o valor de pico da amplificagdo depende
substancialmente do parametro (.

Na Fig. 6.7, plotamos o ganho do sinal em termos do parametro de acoplamento ( para
diferentes valores de frequéncia do sinal w,. Os diferentes picos sao devidos aos diferentes

valores de uma das frequéncias dos modos normais do DPF.

Jgi=Lwp=1,7=0.01, =025, F,=0.019, w=1, F,=0.02, w, =1

—&— NUMErico p, =
—¥— numérico ¢, =30°
20 —d— nUMErico p, =60°
—e— NUMErico ¢, =90°

Im 2T

o
AN
oy L
3
IS
C;‘G
3

Figura 6.3: Ganho numérico como uma fungao da fase ¢ a partir da Eq. (6.34), mostrando
que o dimero pode ser usado como um amplificador de banda estreita ajustavel e muito
sensivel a fase. O ganho é obtido do valor do pico da transformada de Fourier de séries
temporais estacionarias em w.
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série temporal
w =1, w,=1, 8= 0.25, yv= 0.01,
w=1, F,=0.02, w, =1, ¢, =0.0, ¢, =0.0

50 ; ! T T
40 e P — F,=0.019

3ok e, | — By=00

-30 | ] ] ]
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55 Transformada de Fourier
: * : oo F,—0.019
20 *~* F, =00
Nl L T TRt FI IS e
O S -
S | SR T ——
0
0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
v

Figura 6.4: (a) Séries temporais para AP do dimero parametricamente forgado obtidas
a partir da integragdo numérica da Eq. (6.22). (b)Transformadas de Fourier correspon-
dentes. Em ambos os quadros, a linha vermelha indica a resposta do oscilador com
bombeamento paramétrico, enquanto a linha preta indica a resposta do dimero quando
nao ha bombeamento. ¢; = ps = 0. O ganho em relagao a amplitude do sinal externo Fj
é de aproximadamente 62dB, em concordancia com a Fig. 6.3
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série temporal
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Figura 6.5: Série temporal para AP do dimero parametricamente forcado obtida nume-
ricamente a partir da Eq. (6.22) e a transformada de Fourier correspondente. A linha
vermelha mostra a resposta do oscilador com bombeamento paramétrico. A linha preta
mostra a série temporal quando nao ha bombeamento. O ganho em relacao a amplitude
do sinal externo F, é de aproximadamente 50dB, em concordancia com a Fig. 6.3.
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Figura 6.6: Resposta do ganho numérico para o sinal e o idler em fungao da frequéncia
do sinal wy dada pelas Eqs. (6.34) e (6.35).
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Figura 6.7: Ganho do sinal Eq. (6.22) como fun¢ao do parametro de acoplamento f.

87



CAPITULO 6. DIMERO PARAMETRICAMENTE FORCADO

6.5 Conclusoes

Neste capitulo vimos como utilizar o método da média para separar as equagoes de
movimento nos modos normais e assim estudar os transientes e suas envelopes analiti-
camente. No entanto, isso so foi possivel de ser realizado quando os dois osciladores do
dimero tém o mesmo coeficiente de dissipagao e a mesma amplitude de bombeamento.
Com a aproximacao analitica utilizando o método da média observamos que é possivel
descrever muito bem transientes no DPF como se pode observar pelas envelopes que obti-
vemos. Utilizando o método da média também obtivemos a primeira zona de instabilidade
paramétrica do DAP nesse caso restrito. A linha de transicao depende do parametro de
acoplamento (3, tendo dois limiares minimos que ocorrem em torno das duas frequéncias
naturais w; e wq, indicando que o DPF pode ser utilizado na concepc¢ao de um amplifica-
dor sensivel a fase e de banda estreita ajustavel. Aparentemente, o caso mais geral nao é
integravel, de forma que os transientes em geral nao podem ser obtidos analiticamente.

Vimos neste capitulo que embora o DPF seja um sistema mais complexo que o OPF,
a AP baseada no DPF apresenta uma maior flexibilidade para a deteccao de pequenos
sinais ac. Além das propriedades de amplificagdo de um AP convencional, tais como alto
ganho, ganho sensivel a fase e largura de banda estreita, o DAP pode ser sintonizado ao se
variar a constante de acoplamento (3 entre os osciladores do DAP, pois assim se modificam
as frequéncias naturais dos modos normais. Tal procedimento, em geral, é mais simples
de ser realizado experimentalmente do que o da variacao das frequéncias naturais w; wo.
Assim o DAP pode ser facilmente sintonizavel, pelo menos no modo de AP degenerada
ou quase-degenerada, podendo apresentar ganhos altos em um intervalo relativamente
grande de frequéncia, o que nao pode ser facilmente realizado no AP convencional.

Através do método do balanco harmonico, obtivemos expressoes para o ganho da
amplificacao de respostas estacionarias a uma excitacao ac externa. Observamos que é
possivel analisar a resposta estacionaria do DAP para uma grande variedade de combi-
nacoes de parametros, nao apenas o caso restrito que foi investigado com a teoria da
média. Além disso, com esse método é possivel estendermos essa teoria para um sistema
composto por uma cadeia de N osciladores acoplados e parametricamente excitados e
obtermos equacoes algébricas para a linha de transicao para instabilidade e para o ga-
nho da AP. Esperamos, que num sistema desses a largura de banda da AP degenerada e
quase-degenerada seja ainda maior do que no caso do AP simples.

O modelo proposto neste capitulo pode ser utilizado para estudar o comportamento
de sistemas dinamicos tais como o de nanoparticulas linearmente acopladas por laser em

alto vacuo [31] ou em ressonadores de nanotubos acoplados [32].
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Conclusao

Nesta dissertacao, realizamos estudos sobre ressonancia paramétrica e sobre AP em
osciladores parametricamente forcados, lineares e nao-lineares, e também no dimero para-
metricamente forcado. Investigamos o comportamento desses sistemas proximo a fronteira
da primeira zona de instabilidade paramétrica utilizando os métodos da média e do ba-
lango harmonico para obtermos solugoes analiticas e utilizando o algoritmo Runge-Kutta-4
para a integracao numeérica das equagoes do movimento desses sistemas dinamicos.

No capitulo 2, fizemos uma breve revisao sobre o oscilador harménico for¢ado, mos-
trando semelhangas e diferengas com o oscilador parametricamente forcado. Revisamos
também a teoria do oscilador parametricamente forcado, obtendo a linha de transicao
para a instabilidade paramétrica pelos métodos perturbativos da teoria da média e do
balan¢go harmoénico. Esses resultados foram muito préoximos dos resultados obtidos da
integracao numeérica da equacao de movimento do OPF. Obtivemos também a funcao de
Green e expoentes de Floquet do OP de maneira aproximada pelo método da média. Os
correspondentes resultados numéricos tém 6tima concordancia com os resultados teori-
cos [33]. Essa fronteira de instabilidade paramétrica teorica foi aplicada com éxito na
obten¢ao da fronteira de instabilidade paramétrica experimental por Oliveira [34].

No capitulo 3, revisamos a AP linear do sinal pelos métodos da média, método do
balanco harmonico e integracao numeérica. Mostramos que na AP degenerada o ganho
é sensivel a fase, ao bombeamento e & dessintonia da frequéncia de bombeamento em
relacao a frequéncia natural. Encontramos que o ganho da AP cresce continuamente
quando se aumenta a amplitude de bombeamento até o ponto em que ele diverge na
fronteira da primeira zona de instabilidade paramétrica. Abaixo do limiar de instabilidade,
obtivemos séries temporais numericamente da resposta do OPF a um sinal externo ac e
as envolvemos com grande precisao com as respectivas envelopes obtidas analiticamente.
Em seguida, comparamos os resultados numéricos das transformadas de Fourier dessas

series temporais com as previsoes analiticas da teoria da média. Em geral, obtemos
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dois picos apenas nessas transformadas de Fourier, um do sinal e outro do idler. Fizemos
também uma comparacao entre o ganho da AP do sinal, do idler e do oscilador harménico
obtidos analiticamente e a resposta obtida numericamente. Vimos que os ressonadores
sem bombeamento paramétrico (OHF) apresentam um ganho maximo que é limitado pelo
fator de qualidade do ressonador, enquanto ressonadores forcados e parametricamente
bombeados (AP) podem apresentar um ganho bem maior na resposta ao sinal externo ac.

No capitulo 4, investigamos dois tipos de osciladores nao-lineares parametricamente
forcados. Ambos osciladores estudados sao do tipo de Duffing, com nao-linearidades cu-
bicas, um com apenas um termo cubico e outro com dois termos cubicos. A grande
diferenca de comportamento em relacao ao OPF é que além da transicao para instabi-
lidade paramétrica, ao invés de solugoes divergentes, obtemos ciclos limites periodicos.
Encontramos dois tipos de bifurcagoes (locais de codimensao 1) para a transigdo para a
regiao de instabilidade: a Hopf supercritica, sem histerese, e a Hopf subcritica, em que
ocorre histerese e uma regiao com biestabilidade. Essas bifurcacoes foram investigadas
numericamente e analiticamente pelo método da média. Pelo método da média, obtivemos
as amplitudes dos ciclos limites em funcao da amplitude de bombeamento para diversos
valores de frequéncia de bombeamento e os resultados foram bem préximos dos obtidos
via integracao numérica. Devido ao curto tempo, apenas iniciamos a analise das bifur-
cacoes da regido instavel. E possivel que haja uma verdadeira zoologia de ciclos limites,
bifurcagoes e regides cadticas para amplitudes de bombeamento mais fortes do que as que
investigamos, mas devido as limitagoes de tempo de uma dissertacao de mestrado, apenas
realizamos as analises numéricas e analiticas que estavam ao nosso alcance.

No capitulo 5, estudamos a AP nos osciladores nao-lineares apresentados no capitulo
4. Mostramos que em ambos amplificadores pode haver também uma forte dependén-
cia do ganho com a fase entre o sinal e o bombeamento na AP degenerada, o que pode
ter aplicagbes na recepcao de sinais eletromagnéticos com modulagao de fase em tele-
comunicacoes. Na AP quase degenerada, em que h&d uma pequena dessintonia entre a
frequéncia do pequeno sinal ac externo a ser detectado e metade da frequéncia de bom-
beamento, obtivemos séries temporais e respectivas transformadas de Fourier através de
integracao numérica. Pelos métodos da média e do balango harmoénico, obtivemos as
envelopes correspondentes e as transformadas de Fourier. Em todos os casos obtivemos
6timas concordancias entre os resultados numéricos e os analiticos. No caso do ODPF
1 as transformadas de Fourier, abaixo da regiao de instabilidade, s6 apresentaram dois
picos, o do sinal e o do idler. Enquanto no ODPF 2, em alguns casos investigados houve
quebra de simetria de inversao temporal nas envelopes das séries temporais estacionarias,
com o surgimento de varios outros picos nas transformadas de Fourier. Devido & brevi-
dade do tempo para desenvolver essa dissertacao deixamos de investigar varios topicos
relevantes tais como um estudo mais detalhado sobre essa quebra de simetria no ODPF

2, quao ampla é a extensao dindmica desses amplificadores nao lineares, e como o ganho
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se comporta na regiao instavel, em que podemos ter varias outras bifurcacoes nao estuda-
das aqui. Como a AP de pequenos sinais pode apresentar um alto ganho em osciladores
nao-lineares, pode assim ter aplica¢oes variadas em: eletronica, microondas, MEMS [35],
jungoes de Josephson, telecomunicagoes [36], etc.

No capitulo 6, obtivemos os modos normais de oscilagao, envelopes de transientes, e a
linha de transicao para instabilidade de um dimero de osciladores harmoénicos acoplados
e parametricamente forcados pelo método da média. Esses resultados foram validados
por uma excelente concordancia com os resultados correspondentes obtidos de integracao
numérica das equacoes de movimento do dimero. Verificamos que a linha de transicao
para instabilidade pode ser bastante modificada pela constante de acoplamento entre os
dois osciladores que compoem o dimero. Em seguida, investigamos o efeito da AP no
dimero utilizando o método do balango harmédnico, cuja aplicagao nesse contexto mostrou
ser mais efetiva e geral que o método da média. Obtivemos os ganhos do sinal e do
idler no dimero. Observamos que o DAP pode ser mais versatil que o AP linear comum,
podendo ser um amplificador paramétrico degenerado e quase-degenerado sintonizéavel
ao se variar o parametro de acoplamento entre os osciladores. No trabalho de Fom
et.al [37] o amplificador utilizado nao podia variar as propriedades do ressonador. Nesta
dissertagao, mostramos que o dimero paramétrico pode ser utilizado, através da variacao
do acoplamento entre os osciladores, como amplificador sensivel a fase numa faixa de
frequéncias mais larga do que num AP comum. Devido a isso, o DAP pode ser utilizado
como receptor de sinais de telecomunicacao com modulacao de fase mais facilmente do

que um AP comum.
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